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Kvanttimekaniikka ja yleinen suhteellisuusteoria, kaksi modernin fysiikan kulmaki-
veä, voidaan yhdistää yhdeksi teoriaksi mikäli itse metristä tensoria ei kvantisoida.
Tämä teoria tunnetaan nimellä kvanttikenttäteoria kaarevassa avaruudessa.
Tässä tutkielmassa perehdytään kaarevan avaruuden kenttäteorian formalismiin, se-
kä siitä seuraaviin ilmiöihin. Näistä ilmiöistä suurimman painopisteen saa dynaami-
sessa avaruudessa syntyvät hiukkaset eli hiukkastuotto. Tätä ilmiötä on tarkasteltu
kahden laajenevan universumin tapauksessa, sekä mustien aukkojen kohdalla.
Tutkimusosiossa tutkitaan mallia, joka kuvaa hiukkastuottoa jäykän materian domi-
noimassa universumissa. Tuloksena saadaan, että avaruuden laajenemisen seurauk-
sena tämänlaisessa universumissa hiukkastuotto on voimakkainta erittäin raskailla
ja pienen liikemäärän omaavilla kentillä.
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Yksiköt ja merkinnät
Tässä tutkielmassa käytetään luonnollisia yksiköitä ~ = c = GN = 1, ellei toisin mai-
nita. Metrinen tensori määritellään positiivisella aikakomponentilla (+,−,−,−) ja
Einsteinin summaussääntö on voimassa. Kreikkalaiset indeksit vastaavat avaruusa-
jan koordinaatteja, ja latinalaiset indeksit puolestaan avaruudellisia koordinaatteja.
Diracin matriiseille käytetään esitystä, jossa γ0 = τ 3⊗ I, γi = iτ 2⊗ τ i, missä τ i ovat







Kommutaattori [A,B] = AB −BA










gλσ(∂µgσν + ∂νgµσ + ∂σgµν)
Riemannin tensori Rλτµν = ∂νΓλτµ − ∂µΓλτν + ΓλνσΓστµ − ΓλµσΓστν
Riccin tensori Rµν = Rλµλν




Kvanttikenttäteoria kaarevassa avaruudessa yhdistää kaksi modernin fysiikan kulma-
kiveä: kvanttimekaniikan ja yleisen suhteellisuusteorian. Se on teoria, jossa materiaa
käsitellään kvanttikenttäteorian mukaan, mutta gravitaatiota klassisesti yleisen suh-
teellisuusteorian mukaan. Vaikka tämä teoria ei olekaan täydellinen kvanttigravitaa-
tion teoria, sen uskotaan antavan hyvän approksimatiivisen kuvauksen tilanteista,
jossa gravitaation kvantti-ilmiöt eivät ole dominoivassa asemassa.
Litteän avaruuden kvanttikenttäteoria nojaa vahvasti Poincarén symmetriaan ja
Poincaré-invariantin vakuumitilan olemassaoloon. Siirryttäessä yleiseen kaarevaan
avaruuteen nämä ominaisuudet menetetään eikä vakuumia voida enää yksikäsit-
teisesti määritellä. Tämä johtaa kaarevan avaruuden kvanttikenttäteorian keskei-
seen piirteeseen: dynaamisessa avaruudessa syntyviin hiukkasiin eli hiukkastuottoon.
Hiukkastuotto löydettiin 1960-luvulla tutkittaessa kvanttikenttien etenemistä uni-
versumeissa, joissa metriikka muuttuu ajan myötä. Havaittiin, että kvanttikenttien
positiiviset ja negatiiviset moodit sekoittuvat metriikan muuttuessa. Tämän seu-
rauksena tilavektori, joka ei sisällä hiukkasia alkutilassa, sisältää hiukkasia lopputi-
lassa implikoiden avaruuden laajenemisen seurauksena syntyneen hiukkasia. Seuraa-
va suuri askel hiukkastuoton tutkimuksen kohdalla tuli kaarevan avaruuden kvant-
tikenttäteorian soveltamisesta mustiin aukkoihin. Tammikuussa 1974 S. Hawking
julkaisi kuuluisan tuloksensa mustien aukkojen hiukkastuotosta. Mustat aukot ei-
vät olleetkaan täysin mustia, vaan ne säteilivät kvantti-ilmiöiden seurauksena. Tätä
ilmiötä kutsutaan sen löytäjän mukaan Hawkingin säteilyksi. Hieman myöhemmin
W. Unruh, halutessaan ymmärtää paremmin Hawkingin tuloksia, päätyi tutkimaan
hiukkasen käsitettä operationaalisesti. Hän päätyi tulokseen, että jopa Minkowskin
avaruudessa tasaisessa kiihtyvässä liikkeessä oleva havaitsija havaitsee hiukkasia,
siinä missä inertiaalinen havaitsija ei havaitse. Vaikka hiukkastuoton löytymisestä
onkin kulunut jo 50 vuotta, on se edelleen aktiivisen tukimuksen kohteena.
Tämän tutkielman tavoitteena on perehtyä kaarevan avaruuden kvanttikenttä-
teoriaan painottaen erityisesti hiukkastuoton ilmiötä. Tutkielma on jaettu kahteen
osaan. Kolme ensimmäistä lukua keskittyvät kaarevan avaruuden kenttäteorian for-
malismiin. Ensimmäisessä luvussa kerrataan ensin lyhyesti Minkowskilaisen kenttä-
teorian perusteet, jonka jälkeen tulokset pyritään yleistämään kaarevaan avaruuteen.
Erityisesti keskitytään vapaan skalaarikentän kvantisointiin, mutta myös spinori- ja
vektorikenttiä käsitellään. Tässä luvussa esitellään keskeisessä asemassa olevat Bogo-
liubovin kertoimet. Toisessa luvussa käsitellään hiukkasen ja vakuumin määrittämis-
tä kaarevassa avaruudessa. Hiukkasen käsitteen määrittelemiseksi esitellään hiukkas-
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detektorimalli ja tarkastellaan havaitsijan mukana liikkuvaa detektoria tapauksissa,
jossa havaitsija on inertiaalinen tai tasaisessa kiihtyvässä liikkeessä. Vakuumin va-
lintaa puolestaan tarkastellaan kahdessa spesioidussa avaruusajassa. Kolmas luku
keskittyy energiaimpulssitensorin odotusarvossa esiintyvien äärettömyyksien poista-
miseen eli renormalisointiin. Tällöin esitellään niin sanottu efektiivinen vaikutus ja
sen yhteys energiaimpulssitensorin odotusarvoon. Lisäksi tarkastellaan kahta ääret-
tömyyksien kontrolloimiseen tarvittavaa menetelmää eli regularisointia.
Kaarevan avaruuden kvanttikenttäteorian ilmiöitä tutkitaan kolmessa viimeises-
sä luvussa. Neljännessä luvussa perehdytään avaruuden laajenemisesta seuraavaan
hiukkastuottoon. Tätä ilmiötä lähestytään kahden eri mallin avulla toisen olles-
sa asymptoottisesti Minkowskilainen ja toisen puolestaan asymptoottisesti säteilyn
dominoima universumi. Luku viisi käsittelee mustien aukkojen hiukkastuottoa ja lu-
vun päätavoitteena on Hawkingin säteilyn johtaminen. Kuudes luku sisältää omaa
tutkimusta käsitellen hiukkastuottoa varhaisessa maailmankaikkeudessa. Tässä lu-
vussa esitellään malli, jonka avulla voidaan tutkia hiukkastuottoa jäykän materian
dominoimassa universumissa.
1 KVANTTIKENTÄT JA YLEINEN SUHTEELLISUUSTEORIA 4
1 Kvanttikentät ja yleinen suhteellisuusteoria
Yleisen suhteellisuusteorian hyvin toteutuneet ennustukset ovat vakuuttavia todis-
teita siitä, että gravitaatioon liittyvät ilmiöt ymmärretään parhaiten avaruusajan
kaarevuutena. Yleisen suhteellisuusteorian mukaan materia kaareuttaa avaruusai-
kaa ilmaisten näin gravitaation vaikutuksen. Klassiset kentät etenevät tässä kaa-
revassa avaruudessa, joten on luonnollista tutkia myös kvantisoitujen kenttien ete-
nemistä kaarevassa avaruudessa. Tällä tasolla gravitaatiokenttää ei kvantisoida ja
Minkowskin avaruudesta tutut menetelmät pyritään siirtämään kaarevaan avaruu-
teen mahdollisuuksien mukaan.
Tässä luvussa esitellään kaarevan avaruuden kvanttikenttäteorian keskeiset ideat.
Luku toimii pohjana myöhempää tarkastelua varten ja samalla kiinnitetään perus-
notaatio, jota tullaan käyttämään läpi tämän tutkielman. Luku perustuu pitkälti
peruslähteisiin [1] ja [2].
1.1 Kvantisointi Minkowskin avaruudessa
Minkowskin avaruus määritellään monistona (M, ηµν) varustettuna Minkowskilai-
sella metriikalla ηµν . Tämän alaluvun tarkoituksena on kerrata lyhyesti vapaiden
skalaari-, spinori-, ja vektorikenttien kvantisointi Minkowskin avaruudessa kiinnit-
täen erityisesti huomiota skalaarikenttään.
1.1.1 Skalaarikenttä
Tarkastellaan n-ulotteisessa Minkowskin avaruudessa olevaa reaalista skalaarikent-




Annetusta Lagrangen tiheydestä voidaan konstruoida vaikutusfunktionaali S, joka







Pienimmän vaikutuksen periaatteen nojalla objektin liikeyhtälö saadaan, kun vaiku-
tus on stationaarinen. Matemaattisesti tämä tarkoittaa, että variaatio δS/δφ häviää.
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Skalaarikentän Lagrangen tiheyden (1.1) tapauksessa tämä johtaa niin sanottuun
Kleinin-Gordonin yhtälöön
(+m2)φ = 0, (1.4)
missä on määritelty d'Alembertin operaattori  := ηµν∂ν∂µ. Seuraavaksi pyritään
löytämään ratkaisu Kleinin-Gordonin yhtälölle. Teknisten yksityiskohtien välttämi-
seksi rajoitutaan koko avaruuden sijaan rajoitettuun alueeseen, joka on (n − 1)-
dimensioinen L-sivuinen torus. Valitaan siis jaksolliset reunaehdot. Kenttä φ(t,x)












(m1, ...,mn−1), m1, ...,mn−1 ∈ N. (1.6)
Jatkossa vahvennetut kirjaimet tulkitaan n−1-dimensioisiksi paikkavektoreiksi. Fou-






Oletus kentän reaalisuudesta puolestaan implikoi välittömästi, että φ−k(t) = φ∗k(t).





[|φ̇k|2 − ω2k|φk|2], (1.8)
missä ω2k := k
2 + m2. Skalaarikentän Lagrangen funktio annettuna muodossa (1.8)
voidaan tulkita äärettömän monen harmonisen oskillaattorin kokoelmana. Tällöin
skalaarikentän kvanttikenttäteorian rakentamiseksi tulee harmonisen oskillaattorin
kvantisointi yleistää numeroituvasti äärettömälle määrälle. Määritellään sisätulo,







missä t on paikanluonteinen hyperpinta ja φ1
↔
∂tφ2 := φ1∂tφ2 − ∂tφ1φ2. Kleinin-
Gordonin sisätulon tärkeä ominaisuus on, että se ei riipu hyperpinnan valinnas-
ta. Tämä osoitetaan seuraavassa kappaleessa yleisemmässä tapauksessa. Määritel-
lään yhden hiukkasen Hilbertin avaruus H Kleinin-Gordonin yhtälön positiivisten
ratkaisuiden aliavaruutena, jossa määritelty Kleinin-Gordonin sisätulon normi on
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Yleisesti kahden systeemin yhdistetty tila-avaruus on niiden Hilbertin avaruuk-
sien tensoritulo. Jos H1 on systeemin 1 Hilbertin avaruus, ja H2 systeemin 2 Hilber-
tin avaruus, on näiden yhdistetyn systeemin Hilbertin avaruus H1 ⊗H2. Systeemin
hiukkasten ollessa samoja, voidaan molemmille valita Hilbertin avaruudeksi sama
H. Alkeishiukkaset ovat kuitenkin erottamattomia, joten alisysteemit ovat ident-
tisiä. Tensoritulona rakennettu Hilbertin avaruus on tällöin liian suuri ja systee-
min kuvaus on perustettava joko symmetriselle tai antisymmetriselle tensoritulolle.
Skalaarikenttä kuvaa bosoneja, joten yhdistetyn systeemin kuvaamiseen käytetään
symmetristä tensorituloa H⊗sH. Tämä siis kuvaa kahden hiukkasen tila-avaruutta.
Vastaavasti n-hiukkasen Hilbertin avaruus on symmetrinen tensorituloavaruus
n⊗
s
H = H⊗s · · · ⊗s H. (1.11)
Avaruus, jossa ei ole yhtään hiukkasia (n = 0) on yksidimensioinen, joten sen voi-
daan valita olevan C. Tällä avaruudella on yksi kantavektori, jota merkitään symbo-
lilla |0〉 ja sitä kutsutaan vakuumiksi. Skalaarikentän kaikkien mahdollisten tilojen










Fockin avaruudelle voidaan rakentaa kantoja komponenttiavaruuksien kannoista.
Eräs hyödyllinen kanta on niin sanottu lukumääräkanta tai Fockin kanta, joka koos-
tuu komponenttiavaruuksien lukumääräkannoista. Merkitään tämänlaista vektoria
|n1, n2, . . .〉 = |n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ · · · . (1.13)
Kantavektori (1.13) määrittää siis tilan, jossa on nj hiukkasta tilassa ej jokaisella
indeksillä j kun {ej} on Hilbertin avaruuden H ortonormaalikanta.
Seuraavaksi esitellään operaattorit, jotka nostavat tai laskevat tilan hiukkasmää-
rää. Tätä varten rajoitutaan äärellisen monen hiukkasen Fockin avaruuden tiheään
aliavaruuteen F0s , jossa siis vektorissa |n1, n2, . . .〉, nj 6= 0 vain äärellisen monella
1Kleinin-Gordonin sisätulo ei yleisesti ole positiivideniitti, jonka takia rajoitutaan positiivisten
ratkaisuiden avaruuteen.
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indeksin j arvolla. Määritellään operaattorit a(k) : F0s → Fs ja a(k)† : F0s → Fs
kaavoilla
a(kj) |n1, . . . nj, . . .〉 =
√
nj |n1, . . . nj − 1, . . .〉
a(kj)
† |n1, . . . nj, . . .〉 =
√
nj + 1 |n1, . . . nj + 1, . . .〉 . (1.14)
Näitä sanotaan vastaavasti hävitys- ja luomisoperaattoreiksi. Nämä ovat rajoittamat-
tomia operaattoreita ja siksi määritelty vain tiheässä aliavaruudessa F0s . Nähdään
myös, että hävitysoperaattori a(k) annihiloi vakuumin, eli a(k) |0〉 = 0. Erityisesti
nämä operaattorit toteuttavat kanoniset kommutaatiorelaatiot
[a(k), a(k′)†] = δ(k− k′), [a(k), a(k′)] = [a(k)†, a(k′)†] = 0. (1.15)





(a(k) + a(−k)†). (1.16)
Tämä, yhdessä yhtälön (1.5) kanssa, antaa nyt formaalin muodon Schrödingerin













[a(k)eik·x + a(k)†e−ik·x]. (1.18)






[a(k)eik·x−iωkt + a(k)†e−ik·x+iωkt]. (1.19)
Viimeinen vaihe kvanttikentän konstruoinnissa on toruksen poistaminen. Yhtälö
(1.19) tulkitaan siis k-avaruuden integraalin Riemannin summaksi ja mennään ra-





dn−1k [a(k)eik·x−iωkt + a(k)†e−ik·x+iωkt]
≡
∫
dk̃ [a(k)uk + a(k)
†u∗k], (1.20)
missä




1 KVANTTIKENTÄT JA YLEINEN SUHTEELLISUUSTEORIA 8
Ratkaisuja uk sanotaan positiiviratkaisuiksi tai positiivisiksi moodeiksi. Nimittäin
jos ∂t on ajanluonteinen Killing vektori, niin
∂tuk = −iωkuk, ωk > 0. (1.21)
Tarkkaan ottaen summa (1.19) ei suppene, joten kenttä φ pitää itseasiassa tulki-
ta operaattoriarvoisena distribuutiona, eikä operaattoriarvoisena funktiona. Tähän
asiaan ei kuitenkaan kiinnitetä sen tarkempaa huomiota.
Lopuksi määritellään vielä muutama hyödyllinen operaattori. Yhtälöistä (1.14)
seuraa välittömästi, että
a(kj)
†a(kj) |n1, . . . nj, . . .〉 = nj |n1, . . . nj, . . .〉 , (1.22)






Lukumääräoperaattori kertoo kuinka monta hiukkasta annetussa tilassa on. Kaik-






Koska luomisoperaattori a(k)† nostaa jokaisen tilan hiukkaslukumäärää, operoimalla
tällä vakuumiin useamman kerran, voidaan luoda useamman hiukkasen tiloja







1.1.2 Spinori- ja vektorikenttä
Seuraavassa rajoitutaan nelidimensioiseen Minkowskin avaruuteen. Spinorikentän
konstruointi tapahtuu analogiseen tapaan kuin skalaarikentälle. Ajatellaan siis Di-
racin yhtälön ratkaisua klassisena kenttänä, kirjoitetaan se Fourier'n integraalina ja




i[ψ̄γµ∂µψ − ∂µψ̄γµψ]−mψ̄ψ (1.26)
saadaan varioimalla Diracin yhtälö
i/∂ψ −mψ = 0, (1.27)
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missä /∂ = γµ∂µ, ψ̄ on Diracin konjugaatti ψ̄ = ψ†γ0 ja Diracin matriisit γµ toteut-
tavat antikommutaatiorelaatiot
{γµ, γν} = 2ηµν . (1.28)













[e−ik·xf(k) + eik·xf(−k)], (1.29)








k : k2 −m2 = 0, k0 < 0
}
, (1.30)
missä m > 0. Seuraavaksi kirjoitetaan yhtälö (1.29) muodossa, joka näyttää ekspli-
siittisesti spin-tilat toteuttaen yhtälön (kµγµ−m)f = 0. Oletetaan hiukkasen olevan


























kannat avaruuden C4 aliavaruuksille jotka määritellään yhtälöillä (k+m)µγµu = mu
ja (k−m)µγ
µv = mv, missä k±m = (±m, 0, 0, 0) ja matriisit γµ ovat Diracin esityksessä.
Yhtälössä (1.31) on käytetty merkintöjä, jossa 0 on vektorin k±m avaruudellinen kom-
ponentti ja spin-tiloja merkitään symboleilla ±. Tekemällä Lorentzin nopeussysäys
päästään vakionopeudella liikkuvan hiukkasen koordinaatistoon. Tällöin liikkuvalle
hiukkaselle u(k,±) ja v(k,±) muodostavat myös avaruuden C4 aliavaruuksien kan-
nat määriteltynä yhtälöllä kµγµv = mv, k ∈ X+m, k ∈ X−m. Jokainen funktio f(k),
joka toteuttaa yhtälön kµγµv = mv voidaan kirjoittaa kantojen u(k,±) ja v(k,±)













+ g(k, s)v(k, s)eikµx
µ
]. (1.32)
Kuten skalaarikentän tapauksessa, myös spinorikentälle voidaan konstruoida Foc-
kin avaruus. Johtuen kuitenkin spinorien fermioniluonteesta, on Hilbertin avaruu-
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Tällöin luonti- ja hävitysoperaattorit toteuttavat kommutaatiorelaatioiden sijaan
antikommutaatiorelaatiot{




b(k, s), b†(k′, s′)
}
= (2π)3δ(k− k′)δss′
muiden antikommutaattorien hävitessä. Kvantisoitu spinorikenttä saadaan kuten
skalaarikentän tapauksessa korvaamalla kertoimet f(k, s) ja g(k, s) hävitys- ja luo-












+ b†(k, s)v(k, s)eikµx
µ
]. (1.34)
Vektorikenttää kvantisoidessa ei itseasiassa kvantisoida sähkömagneettista kent-
tätensoria Fµν , vaan vektoripotentiaali Aµ. Vektorikenttä vaatii erityistä huomiota,
sillä vektoripotentiaali Aµ on määritelty mittamuunnosta vaille ja fotoni, jota ku-
vaa vektorikenttä, on massaton. Pitämällä asiat yksinkertaisena kvantisoidaan vain
massiivinen vektorikenttä. Tämänlainen kenttä kuvaa esimerkiksi heikon vuorovai-









missä on määritelty kenttätensori F µν := ∂µAν − ∂νAµ. Varioimalla tämän vaiku-
tusta S saadaan massiivinen versio Maxwellin yhtälöistä:
∂µF
µν +m2Aν = 0. (1.36)




µAν − ∂νAµ) = ∂νAν −∂µAµ = 0. (1.37)
Yhtälö (1.37) yhdessä yhtälön (1.36) kanssa implikoi, että ∂νAν = 0. Tämä ehto




µAν − ∂νAµ) = Aν − ∂ν(∂µAµ). (1.38)
Tälloin yhtälö (1.36) on ekvivalentti Kleinin-Gordonin yhtälön kanssa Lorenzin mit-
taehdolla:
Aν +m2Aν = 0, ∂νA
ν = 0. (1.39)
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Rajalla m → 0 tästä saadaan Maxwellin yhtälöt Lorenzin mittaehdolla. Vektorilla
Aν on neljä komponenttia ja Lorenzin mittaehdon ∂νAν = 0 mukaan näistä vain
kolme on riippumatonta. Kvantisointi tapahtuu pitkälle samaan tapaan kuin spino-











εν(k, j)a(k, j) + eikµx
µ
εν(k, j)∗b†(k, j)]. (1.40)
Jälleen kertoimet a(k, j) ja b†(k, j) esittävät hävitys- ja luomisoperaattoreita ja
ε(k, j) ovat polarisaatiovektorit. Vektorikentän kuvatessa bosoneja, on sen Fockin
avaruus myöskin symmetrinen Fockin avaruus Fs(H). Tällöin voimassa ovat myös
kommutaatiorelaatiot
[a(k, j), a†(k′, j′)] = [b(k, j), b†(k′, j′)] = (2π)3δ(k− k′)δjj′ . (1.41)
Polarisaatiovektorit εν(k, j) määritellään seuraavalla tavalla. Kun k = 0, niin joukko
{εν(0, j) : j = 1, 2, 3} muodostaa ortonormaalin kannan. Lisäksi Lorenzin mittaeh-
don mukaan niiden tulee toteuttaa relaatio kνεν(k, j) = 0.
1.2 Kvantisointi kaarevassa avaruudessa
Seuraavaksi siirrytään kenttien kvantisointiin kaarevassa avaruudessa. Tällöin lit-
teässä avaruudessa kvantisoinnin pohjalla ollut erikoinen suhteellisuusteoria korva-
taan yleisellä suhteellisuusteorialla. Mukaan otetaan siis gravitaatio. Yleisessä suh-
teellisuusteoriassa avaruusaikaa kuvataan semi-Riemannin monistolla (M, gµν) met-
riikan ollessa gµν . Edellisen kappaleen tulokset pyritään yleistämään mahdollisim-
man hyvin tähän uuteen viitekehykseen.
1.2.1 Avaruusajan kausaalinen rakenne
Fysiikan ilmiöt voidaan hyvin usein ilmaista alkuarvo-ongelmana: jos on annettu
systeemin tila tiettynä ajanhetkenä, mikä on sen tila jonain myöhempänä ajanhet-
kenä? Tähän kysymykseen saadaan vastaus kausaliteetin ansiosta, jonka mukaan
tulevaisuuden tapahtumat ovat seurausta alkuarvoista ja fysiikan laeista. Yleisessä
suhteellisuusteoriassa kuitenkin avaruusajan dynaamisen luonteen takia alkuarvo-
tehtävä ei ole niin yksinkertainen. Mielivaltaisessa kaarevassa avaruudessa nimittäin
kentän liikeyhtälön klassiset olemassaolo- ja yksikäsitteisyysominaisuudet voivat ol-
la hyvin erilaisia verrattuna Minkowskin avaruuteen. Haluamme siis rajoittua ava-
ruuksiin, joissa Kleinin-Gordonin tyyppisen liikeyhtälön määräämällä dynamiikalla
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on hyvin määritelty alkuarvo-ongelma. Tämän vuoksi pitää ensin tutkia avaruusajan
rakennetta.
Yleisessä suhteellisuusteoriassa puhutaan usein ajan-,valon- ja paikanluonteisista
käyristä. Joskus on kuitenkin hyödyllistä yhdistää näistä kaksi ensimmäistä, joten
määritellään kausaalinen käyrä käyränä, joka on joko ajan- tai valonluonteinen jo-
kaisessa käyrän pisteessä. Tarkastellaan monistonM rakennetta hieman tarkemmin.
Olkoon S ⊂M . Sanotaan, että joukko S on akronaalinen mikäli mitään kahta pistet-
tä p, q ∈ S ei yhdistä ajanluonteinen käyrä. Tällöin mitkään kaksi joukon S pistettä
eivät ole kausaalisesti yhdistettyjä, kun oletetaan valononpeuden olevan suurin sal-
littu signaalinopeus. Jos akronaalinen joukko S on suljettu, niin määritellään joukon
S tulevaisuuden riippuvuusalue joukkona
D+(S) = {p ∈M : jokainen menneisyyteen ulottuva kausaalinen käyrä (1.42)
pisteen p läpi leikkaa joukon S} .
Tällöin informaation tunteminen suljetussa joukossa S määrittää tapahtumat alu-
eessa D+(S) joukon S tulevaisuudessa. Täysin analogisesti määritellään menneisyy-
den riippuvuusalue D−(S). Näiden kahden joukon unionina saadaan riippuvuusalue
D(S) = D+(S) ∪D−(S). (1.43)
Joukko D(S) sisältää vain ne pisteet, jotka riippuvat siitä mitä tapahtui joukossa
S. Menneisyyden riippuvuusalueen avulla voidaan myös määrittää menneisyyden
Cauchyn horisontti H− alueen D−(S) reunana. Vastaavasti määritellään myös tule-
vaisuuden Cauchyn horisontti H+.
Määritelmä 1.1. Moniston M suljettua n − 1-ulotteista akronaalista pintaa Σ
sanotaan Cauchyn pinnaksi, mikäli sen riippuvuusalue on koko monisto D(Σ) = M .
Cauchyn pinta on siis paikanluonteinen hyperpinta, jonka jokainen kausaalinen käyrä
leikkaa vain kerran. Nyt voidaan antaa oleellinen määritelmä, jonka avulla voidaan
karakterisoida 'hyvin käyttäytyvät' avaruudet.
Määritelmä 1.2. MonistoM on globaalisti hyperbolinen, jos sillä on olemassa Cauc-
hyn pinta Σ.
Syy globaalin hyperbolisuuden taustalla on se, että tällöin moniston pisteessä p ∈M
määritellyn aaltoyhtälön fundamentaaliratkaisu on yksikäsitteinen [3]. Erityisesti
tällöin propagaattorit ovat hyvin määriteltyjä. Lisäksi vaatimalla moniston olevan
sileä (eli C∞), taataan dierentiaaliyhtälöiden olemassaolo. Jatkossa avaruusajan
oletetaan olevan sileä n-ulotteinen, globaalisti hyperbolinen, semi-Riemannin mo-
nisto.
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1.2.2 Skalaarikenttä
Siirryttäessä kaarevaan avaruuteen pitää vaikutusintegraaliin (1.2) tehdä muutok-
sia. Vaikkakin yhtälö (1.2) on Poincaré-kovariantti, yleinen suhteellisuusteoria vaa-
tii yleisen kovarianssin. Tämä on seurausta yleisen suhteellisuusteorian vapaudesta
valita koordinaatisto. Poincaré-invariantti teoria ja litteän avaruuden vaikutus saa-
daan yleisesti kovariantiksi tekemällä seuraavat muutokset: korvataan Minkowskin
metriikka ηµν yleisellä metriikalla gµν , osittaisderivaatat ∂µ kovarianteilla derivaatoil-
la ∇µ, sekä Minkowskilainen tilavuuselementti dnx kovariantilla tilavuuselementillä√
−g dnx, jossa metrisen tensorin determinanttia on merkitty g ≡ det gµν . Geomet-





−g(gµν∇νφ∇µφ−m2φ2 − ξRφ2), (1.44)
missä, ξ on dimensioton vakio ja R Riccin skalaari. Varioimalla taas vaikutusta,
saadaan skalaarikentälle liikeyhtälö
(+m2 + ξR)φ = 0, (1.45)
missä on nyt määritelty kovariantti d'Alembertin operaattori  := gµν∇ν∇µ.
Skalaarikentän ja gravitaatiokentän välistä kytkentää edustaa yhtälössä (1.44)
termi ξRφ2, joka on mukana sillä se on ainoa lokaali skalaarikytkentä, jolla on oikea
dimensio [2]. Lisäksi voidaan osoittaa [4], että vuorovaikutustermin λφ4 ollessa läsnä
pitää teorian renormalisoituvuuden takia Lagrangen tiheyteen lisätä vastatermi joka
on muotoa Rφ2. Teorian kannalta kytkentävakiolla ξ on kaksi mielenkiintoista arvoa.
Ensimmäinen on niin sanottuminimaalikytkentä, jolloin ξ = 0. Toinen on puolestaan





sillä sen arvolla Lagrangen tiheys on invariantti konformaalisessa muunnoksessa.
Konformaalinen muunnos on lokaali geometrian muutos, jossa muunnokset kutista-
vat tai venyttävät monistoa. Koska etäisyyksiä kuvataan metriikalla, määritellään
konformaalinen muunnos kertomalla metriikkaa paikasta riippuvalla funktiolla
g̃µν = Ω
2(x)gµν , (1.47)
missä Ω(x) on jatkuva, ei-singulaarinen reaalifunktio.
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Tarkastellaan sitten liikeyhtälön (1.45) ratkaisuja. Olkoon Σ Cauchyn pinta, nµ
sen yksikkönormaali ja γµν pinnan Σ indusoitu metriikka, joka saadaan 'vetämällä'
















Tämän sisätulon tärkeä ominaisuus on, että se ei riipu hyperpinnan valinnasta.
Tämän osoittamiseksi oletetaan, että kentät φ1 ja φ2 toteuttavat liikeyhtälön (1.45).
Olkoon Σ1 ja Σ2 kaksi eri Cauchyn pintaa ja V niiden rajaama tilavuus. Tällöin
käyttämällä hyväksi liikeyhtälöitä ja Stokesin teoreemaa saadaan












































∴ 〈φ1|φ2〉Σ1 = 〈φ1|φ2〉Σ2 .
Liikeyhtälölle (1.45) löydetään ratkaisut ui(x), jotka ovat ortonormaaleja sisätu-
lon (1.49) suhteen toteuttaen yhtälöt
〈ui|uj〉 = δij, 〈u∗i |u∗j〉 = −δij, 〈ui|u∗j〉 = 0, (1.50)
missä indeksi i voi olla jatkuva tai diskreetti. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan sen










Formalismissa on kuitenkin perustavanlaatuinen ero, kun metriikka ei ole eksplisiit-
tisesti Minkowskilainen [5]. Kvantisointi ja Hilbertin avaruuden konstruointi Min-
kowskin avaruudessa perustui nimenomaan positiivisten ratkaisuiden olemassaoloon,
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jotka määriteltiin yhtälöllä (1.21). Erityisesti vektori ∂t on Minkowskin avaruuden
globaali Killingin vektori ja vakuumi Poincaré-invariantti. Yleisessä kaarevassa ava-
ruudessa ei välttämättä ole kuitenkaan ollenkaan Killingin vektoreita tai jos on, niin
ne eivät välttämättä ole globaaleja. Poincarén ryhmä ei ole tällöin enää avaruu-
den symmetriaryhmä, eikä positiivisia ratkaisuja voida määrittää [6]. Aaltoyhtälöl-
le voidaan kyllä löytää ratkaisu ortonormaalien kantojen avulla, mutta ongelmaksi
muodostuu, että nämä eivät ole yksikäsitteisiä. On siis olemassa useita eri kanto-
ja. Uusien ja vanhojen kantojen välille voidaan kuitenkin löytää relaatioita ja tämä
johtaa niin kutsuttuun Bogoliubovin muunnokseen.
1.2.3 Bogoliubovin muunnokset
Olkoon {ūj} toinen ortonormaalikanta, joka toteuttaa liikeyhtälön (1.45). Kenttä φ









missä selvyyden vuoksi argumentit on jätetty kirjoittamatta. Koska ortonormaali-
kanta {ūj} määrittää uuden Fockin avaruuden, tulee myös määritellyksi uusi va-
kuumi |0̄〉, jonka ei tarvitse olla sama kuin vakuumi |0〉. Molempien kantojen ollessa







Nämä muunnokset tunnettaan Bogoliubovin muunnoksina ja yhtälössä esiintyviä,
mahdollisesti kompleksisia, kertoimia sanotaan Bogoliubovin kertoimiksi. Ne voidaan
laskea käyttämällä kannan {uj} relaatioita (1.50), jolloin
〈ūi|uj〉 = 〈αijuj + βiju∗j |uj〉 = αij 〈uj|uj〉+ βij 〈uj|u∗j〉 = αij (1.54)
ja
〈ūi|u∗j〉 = 〈αijuj + βiju∗j |u∗j〉 = αij 〈uj|u∗j〉+ βij 〈u∗j |u∗j〉 = −βij. (1.55)




jk − βikβ∗jk) = δij (1.56)∑
k
(αikβjk − βikαjk) = 0. (1.57)
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Koska kenttä φ voidaan esittää ekvivalentisti useissa eri kannoissa, etsitään relaatiot



















































Välittömästi huomataan, että vakuumit ja siten Fockin avaruudet eivät ole samoja,


















β∗ji |1̄j〉 6= 0. (1.60)
Laskettaessa nyt lukumääräoperaattorin odotusarvo moodien ui hiukkasille vakuu-
missa |0̄〉, saadaan















∣∣βji∣∣2 〈1̄j|1̄j〉 = ∑
j
∣∣βji∣∣2 . (1.61)
Bogoliubovin kertoimen βji poiketessa nollasta voidaan tällöin tulkita moodien ūj
määräämän vakuumin sisältävän moodissa ui olevia hiukkasia.
1.2.4 Spinori- ja vektorikenttä
Skalaarikentän kohdalla vaikutuksen muutos kaarevaan avaruuteen oli suhteellisen
yksinkertaista. Osittaisderivaatta korvattiin kovariantilla derivaatalla ja Minkows-
kin metriikka yleisellä metriikalla gµν . Menetelmä pätee kuitenkin vain objekteille,
1 KVANTTIKENTÄT JA YLEINEN SUHTEELLISUUSTEORIA 17
jotka muuntuvat kuten tensorit Lorentzin muunnoksissa. Spinorikenttien tapauk-
sessa pitää siis etsiä menetelmä, jonka avulla spinorit voidaan sisällyttää yleiseen
suhteellisuusteoriaan. Osoittautuu, että käyttämällä niin sanottua vierbein- tai tet-
radiformalismia tämä voidaan tehdä. Tetradiformalismia on käsitelty liitteessä A.
Minkowskin avaruudessa kenttien spin voidaan luokitella tavalla, jolla kentät
muuntuvat innitesimaalisissa Lorentzin muunnoksissa. Innitesimaalinen Lorentzin






β , |ωαβ |  1, ωαβ = −ωβα. (1.62)











on Lorentzin ryhmän esityksen matriisi. Operaattoreita σαβ kutsutaan Lorentzin
ryhmän generaattoreiksi ja ne toteuttavat kommutaatiorelaation
[σαβ, σγδ] = ηγβσαδ − ηαγσβδ + ηδβσγα − ηδασγβ. (1.65)
Yleisimmät objektit, jotka muuntuvat lineaarisesti innitesimaalisessa Lorentzin
muunnoksessa voidaan hajottaa kahteen irredusoitumattomaan komponenttiin joi-
ta kuvataan parilla (A,B). Tässä luvut A,B ovat joko kokonaislukuja tai niiden




γηβδ − δβγηαβ, (1.66)









= 1. Skalaarikentän kohdalla generaattorit ovat nollia,






missä matriisit γα ovat Diracin matriiseja. Tällöin irredusoituva esitys on (12 , 0) tai
(0, 1
2
), eli spinorikenttä kuvaa spin-1/2 hiukkasia. Käyttämällä tetradeja ja Lorentzin
ryhmän esityksen generaattoreita, voidaan spinorikentät nyt yleistää kaarevaan ava-
ruuteen.
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Ekvivalenssiperiaatteen mukaan erikoisen suhteellisuusteorian tulee päteä jokai-
sessa lokaalissa inertiaalikoordinaatistossa. Tämän vuoksi Minkowskin avaruudes-
sa kenttien vaikutukselta vaadittiin Lorentz-invarianssi. Kun taustalle otetaan ylei-
nen suhteellisuusteoria, vaaditaan lisäksi vielä yleinen kovarianssi. Vaikutus ei riipu
koordinaatiston valinnasta, joten kenttiä pidetään skalaareina tetradeja lukuunotta-
matta. Seuraavassa käytetään konventiota, jossa kreikkalaisten aakkosten alkupään
kirjaimet α, β, . . . viittaavat lokaaliin inertiaalikoordinaatistoon ja loppupään kir-
jaimet µ, ν, . . . puolestaan yleisiin koordinaatteihin. Aakkosten alkupään indeksejä
nostetaan ja lasketaan Minkowskin metriikalla ja loppupään puolestaan metrisellä
tensorilla. Määrittelemällä kovariantti derivaatta kaavalla























missä γµ = Vαµγα ovat Diracin matriisien vastineet kaarevassa avaruudessa, toteut-
taen ehdon
{γµ, γν} = 2gµν . (1.71)
Varioimalla vaikutusta S kaarevassa avaruudessa kentän ψ̄ suhteen saadaan kova-
riantti Diracin yhtälö
(iγµ∇µ −m)ψ = 0, (1.72)
missä kovariantti derivaatta on määritelty spin-konnektion (A.21) avulla kaavalla





Vektorikentän kvantisointi tapahtuu analogiseen tapaan. Vektorikenttä muun-
tuu Lorentzin muunnoksessa kuten tensori, joten siirtyminen kaarevaan avaruuteen
tapahtuu korvaamalla osittaisderivaatta kovariantilla derivaatalla ∇µ. Tällöin kent-
tätensori Fµν muuntuu kuten
Fµν = ∇µAν −∇νAµ = ∂µAν − ∂νAµ. (1.74)
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Tässä konnektiotermit häviävät, sillä avaruuden oletetaan olevan torsioton. Tällöin
konnektiossa esiintyvät Christoelin symbolit ovat symmetrisiä alaindeksien suh-










Aν +m2Aν = 0, ∂νA
ν = 0. (1.76)
1.3 Greenin funktiot ja propagaattorit
Tärkeässä asemassa kvanttikenttäteoriassa ovat erilaiset kenttien vakuumiodotusar-
vot. Ne voidaan tunnistaa olevan erilaisia aaltoyhtälön Greenin funktioita. Greenin
funktion määrää reunaehdot ja erilaisilla reunaehdoilla saadaankin erilaisia Greenin
funktioita, joita vastaa erilaiset odotusarvot. Tarkastellaan Kleinin-Gordonin yhtä-
lön fundamentaaliratkaisua, toisin sanoen yhtälöä
(+m2)G(x− x′) = −δn(x− x′). (1.77)
Yhtälö (1.77) voidaan ratkaista Fourier'n muunnosten avulla. Funktion G(x − x′)
Fourier'n muunnos on





Vastaavasti Fourier-muunnettu Kleinin-Gordonin yhtälö on
(i2k2 +m2)G̃(k) = −1⇔ G̃(k) = 1
k2 −m2
. (1.79)
Sijoittamalla tämä yhtälöön (1.78) saadaan








jonka integrandilla on navat kohdissa k0 = ±
√
k2 +m2. Integrointi voidaan kuiten-
kin suorittaa tulkitsemalla integraali käyräintegraalina ja muuttamalla hieman na-
pojen paikkaa. Siirretään napoja siis innitesimaalisesti kompleksitasolla määrän iε
verran ja valitaan käyrä siten, että se kiertää navat. Riippuen tavasta jolla käyrä on
valittu, saadaan erilaisia Greenin funktioita ja erilaisia propagaattoreita. Tämä vas-
taa juuri reunaehtojen kiinnittämistä. Esimerkiksi Feynmanin propagaattoria vastaa
Greenin funktio






k2 −m2 + iε
. (1.81)
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Feynmanin propagaattori, kuten muutkin Greenin funktiot voidaan tunnistaa
kenttien erilaisina vakuumiodotusarvoina. Näistä tärkeimpiä ovat kenttien kommu-
taattoreiden ja antikommutaattoreiden odotusarvot:
iG(x, x′) = 〈0|[φ(x), φ(x′)]|0〉 (1.82)





Näistä ensimmäinen tunnetaan myös nimellä Schwingerin funktio ja jälkimmäinen
nimellä Hadamardin funktio. Käyttöön tulee myösWightmanin funktio W joka mää-
ritellään kaavalla
W (x, x′) = 〈0|φ(x)φ(x′)|0〉 . (1.84)
Feynmanin propagaattori puolestaan voidaan tunnistaa kenttien aikajärjestettynä
vakuumiodotusarvona
iGF (x, x
′) = 〈0|T (φ(x)φ(x′))|0〉 = θ(t− t′)W (x, x′) + θ(t′ − t)W (x, x′), (1.85)
missä θ(t) on Heavisiden funktio
θ(t) =
{
1, t > 0
0, t < 0
. (1.86)
Schwingerin funktion avulla voidaan antaa myös edistetty GA ja jälistetty GR Gree-
nin funktio
GA(x, x
′) = θ(t′ − t)G(x, x′)
GR(x, x
′) = −θ(t− t′)G(x, x′). (1.87)
Lopuksi esitellään vielä spinorien ja vektorien Feynmanin propagaattorit. Spi-
norien Feynmanin propagaattori voidaan ilmaista skalaarikentän Feynmanin propa-
gaattorin avulla muodossa
SF (x− x′) = (iγµ∂µ −m)GF (x− x′). (1.88)
Koska GF (x− x′) tunnetaan, saadaan integraaliesitykseksi















k2 −m2 + iε
. (1.90)
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Greenin funktiot yleistyvät suoraviivaisesti kaarevaan avaruuteen. Tällöin yhtä-
lössä (1.77) käytetään litteän avaruuden liikeyhtälön sijaan kaarevan avaruuden lii-
keyhtälöä. Tarkkana pitää olla myös vakuumin |0〉 määrittämisestä. Skalaarikentän
kohdalla Feynmanin propagaattoriksi saadaan tällöin
[x +m
2 + ξR]GF (x− x′) = −[−g]−1/2δn(x− x′). (1.91)
Tässä d'Alembertin operaattorin alaindeksi viittaa koordinaattiin johon derivointi
kohdistuu. Spinori- ja vektorikentälle puolestaan saadaan
[iγµ∇xµ −m]SF (x− x′) = [−g]−1/2δn(x− x′) (1.92)
ja
[x +m
2]DF (x− x′) = [−g]−1/2δn(x− x′). (1.93)
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2 Hiukkasen ja vakuumin käsite
Litteän avaruuden kenttäteoriassa hiukkasen käsite on ollut erittäin onnistunut. Jo-
pa niin hyvin, että helposti voisi luulla kvanttikenttäteorian olevan fundamentaa-
lisella tasolla teoria hiukkasista. Hiukkasten määritelmä perustuu kuitenkin kent-
täoperaattorin φ hajottamisesta luonti- ja hävitysoperaattoreihin. Tämä hajotelma
puolestaan nojaa vahvasti Minkowskin avaruuden ajan translaatiosymmetriaan, sil-
lä hävitysoperaattori on hajotelman positiivisen osan kerroin ja tämä positiivinen
osa puolestaan määritellään globaalin ajanluonteisen Killingin vektorin avulla. Kaa-
revassa avaruudessa, jossa ei ole ollenkaan globaaleja ajanluonteisia Killingin vekto-
reita, hiukkasen käsite onkin kaukana ilmeisestä.
Eräs kaarevan avaruuden kvanttikenttäteorian ensimmäisistä ongelmista liittyi-
kin positiivisten ratkaisuiden epämääräisyydestä seuraavaan hiukkasen käsitteen hä-
märtymiseen. Tähän liittyen B. DeWitt ehdotti hiukkasen käsitteen määrittelemistä
operationaalisesti jonain jonka hiukkasdetektori havaitsee [7, 8]. Ensimmäistä kaare-
viin avaruuksiin sopivaa hiukkasdetektorimallia ehdotti W. Unruh [9]. Artikkelissaan
[9] Unruh tutki mitä tasaisessa kiihtyvässä liikkeessä oleva havaitsija havaitsee Min-
kowskin avaruudessa ja päätyi tulokseen, että havaitsija havaitsee mustan kappaleen
säteilyä jopa Minkowskin vakuumissa. Tätä ilmiötä kutsutaankin Unruhin ilmiöksi
sen löytäjän mukaan. Kiihtyvässä liikkeessä olevan havaitsijan käsitys hiukkasesta
on siis erilainen kuin inertiaalisen havaitsijan käsitys. Vastaaviin tuloksiin päätyi
G. Gibbons ja S. Hawking [10] käyttäen Unruhin esittämää detektoria de Sitterin
avaruudessa. Hiukkasen konsepti riippuu siis havaitsijasta.
Tämän seurauksena, stationaarisia avaruusaikoja ja tiettyjä hyvin symmetrisiä
avaruusaikoja lukuunottamatta, kaarevan avaruuden kvanttikenttäteoriassa ei ole
mitään suotuisaa vakuumin valintaa. Ongelmana ei ole se etteikö vakuumitilaa voisi
määritellä vaan se, että näitä vakuumitiloja on useita, eikä yleisessä avaruusajassa
mitään näistä voida yksikäsitteisellä tavalla pitää parhaana vakuumitilana. Kaare-
vassa avaruudessa pitääkin olla hyvin varovainen, kun puhutaan vakuumista.
Tässä luvussa perehdytään yksinkertaiseen hiukkasdetektorimalliin nimeltään
Unruhin-DeWittin hiukkasdetektori, sekä tarkastellaan fysikaalisen vakuumin va-
lintaa.
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2.1 Unruhin-DeWittin hiukkasdetektori
B. DeWittin esittämässä hiukkasdetektorissa ideana on siis määrittää hiukkasen
käsite operationaalisesti jonain jonka hiukkasdetektori havaitsee. Kytketään kvant-
tikenttä johonkin yksinkertaiseen kvanttimekaaniseen systeemiin ja ajatellaan tätä
hiukkasdetektorina. Tällöin tämän kvanttimekaanisen systeemin siirtyessä korkeam-
malle energiatasolle voidaan se tulkita hiukkasen havaitsemisena, kun taas transi-
tio alemmalle tasolle tulkitaan hiukkasen emissiona. Unruhin-DeWittin detektori
on yksinkertainen detektorimalli, jossa detektori on kytketty kenttään lineaarisesti
yksinkertaisella monopolikytkennällä2. Tämän detektorin oletetaan olevan idealisoi-
tu pistemäinen kvantittunut systeemi [7]. Detektorin liikkuessa avaruusajassa, se
absorboi kvantin kentän virittyessä korkeammalle tilalle alkutilastaan. Vastaavas-
ti detektori voi myös emittoida kvantin kentän purkautuessa alkutilastaan toiseen
tilaan. Kysymys johon etsitään vastausta on, että mikä on todennäköisyys tämän-
laisen transition tapahtumiselle ja virityksen kohdalla mikä on todennäköisyys, että
hiukkanen on havaittu.
Olkoon φ reaalinen massaton skalaarikenttä, joka vuorovaikuttaa detektorin D
kanssa. Detektori liikkuu ominaisajan τ avulla parametrisoitua sileää rataa xµ(τ)
pitkin. Kentällä φ on oma Hilbertin avaruus HF ja detektorilla oma Hilbertin ava-
ruus HD. Kokonaissysteemi on tällöin määritelty yhdistetyssä Hilbertin avaruudes-
sa H = HF ⊗HD. Unruhin-DeWittin detektorimallissa kentän ja detektorin välistä
kytkentää kuvaa vuorovaikutuksen Hamiltonin funktio
HI = c χ(τ)m(τ)φ(x(τ)). (2.1)
Tässä c on kytkentävakio ja m(τ) detektorin monopolimomenttioperaattori. Funk-
tiota χ(τ) sanotaan kytkentäfunktioksi, joka kuvastaa detektorin päällekytkemis-
tä: vuorovaikutus tapahtuu vain silloin kun χ(τ) on nollasta poikkeava. Unruhin
ja DeWittin alkuperäisessä detektorimallissa kytkentäfunktio oli oleellisesti yksi eli
detektori oli koko ajan päällä. Kytkentäfunktio on sileä, kompaktitukinen3 funktio,
eli vuorovaikutus kestää vain äärellisen ajan verran. Detektorilla oletetaan olevan
diskreetti joukko sisäisiä energian ominaistiloja, joita kuvataan vektorilla |E〉, missä
E = E0 kuvaa perustilaa. Detektori sisältää tällöin matriisielementtejä, jotka ovat
muotoa
〈E|m(τ)|E ′〉 = 〈E|eiHDτm(0)e−iHDτ |E ′〉 = 〈E|m(0)|E ′〉 ei(E−E′)τ . (2.2)
2Detektori voidaan kytkeä kenttään myös epälineaarisilla kytkennöillä. Katso esimerkiksi [11].
3Funktion χ tuki on supp(χ) :=
{
τ ∈ R : χ(τ) 6= 0
}
.
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missä T on kronologinen aikajärjestysoperaattori. Oletetaan systeemin alkutilan ole-
van ennen vuorovaikutusta |Ψ〉 ⊗ |E0〉. Tällöin amplitudi, jossa yhdistetty systeemi










|Ψ, E0〉 . (2.4)
Tarpeeksi pienillä kytkentävakion c arvoilla ja monopolimomentin ollessa tarpeeksi
pieni voidaan käyttää Dysonin kehitelmää. Tällöin ensimmäisen kertaluvun häiriö-
teoreettisena korjauksena amplitudi on







ei(E−E0)τχ(τ) 〈Ψ′|φ(x(τ))|Ψ〉 dτ. (2.5)
Todennäköisyys, että detektori löydetään tilasta jonka energia on E kun integrointi
suoritetaan detektorin koko historian läpi, saadaan summaamalla amplitudin neliö





|A|2 ≈ c2| 〈E|m(0)|E0〉 |2F(ω), (2.6)








′−τ ′′)χ(τ ′)χ(τ ′′) 〈Ψ|φ(x(τ ′))φ(x(τ ′′))|Ψ〉 dτ ′′ (2.7)
ja ω := E − E0. Vastefunktio sisältää ominaisuudet jotka riippuvat kentän tilas-
ta |Ψ〉 ja detektorin radasta ja sen kerroin yhtälössä (2.6) on vakio, joka riippuu
vain detektorin sisäisestä rakenteesta. Tämän seurauksena jätetään usein tämä va-
kio huomioimatta ja keskitytään vain vastefunktioon F(ω).
Oletetaan nyt alkutilan olevan tavallinen Minkowskin avaruuden vakuumi |0〉.








′−τ ′′)χ(τ ′)χ(τ ′′)W (τ ′, τ ′′)dτ ′′, (2.8)
missä W (τ ′, τ ′′) := 〈0|φ(x(τ ′))φ(x(τ ′′))|0〉 on Wightmanin funktio. Seuraten S. Sch-
lichtin artikkelia [12] tehdään ylläolevaan integraaliin seuraavat muuttujanvaihdot
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ds[e−iωsχ(u)χ(s− u)W (u, u− s)], (2.9)
sillä Wightmanin funktion määritelmästä ja kenttien kommutoinnista seuraa, että
W (τ ′′, τ ′) = W ∗(τ ′, τ ′′).
Kirjallisuudessa esiintyvät detektorit, tai niiden vastefunktiot, integroidaan ta-
vallisesti läpi niiden koko historian detektorin ominaisajan asymptoottisesta mennei-
syydestä asymptoottiseen tulevaisuuteen [2]. Kuitenkin missä tahansa realistisessa
tilanteessa detektoreja pidetään päällä vain äärellisen ajan verran. Tällöin detekto-
rin vastefunktion pitäisi olla ajasta riippuva ja kausaalinen, eli tietyllä ajanhetkellä
luettu detektorin vastaus riippuisi vain siitä radan osasta joka kuuluu sen mennei-
syyteen. Integraalit (2.7) ja (2.9) eivät ole kumpaakaan näistä eivätkä ne myöskään
selkeästi erota niitä ominaisuuksia jotka johtuvat nimenomaan radasta ja niitä jot-
ka johtuvat mielivaltaisesta kytkentäfunktiosta. Tämä on johtanut tutkijat [12, 13]
miettimään paremminkin kysymystä: "mikä on transitiotodennäköisyys, jos detekto-
ri kytketään päälle hetkellä τ0 ja se luetaan hetkellä τ vuorovaikutuksen ollessa vie-
lä päällä?". Jos regularisointiin liittyvät asiat hetkeksi sivuutetaan, matemaattisesti
tämä vastaa kytkentäfunktion kirjoittamista muodossa χ(τ ′) = θ(τ ′ − τ0)θ(τ − τ ′),
missä θ(τ ′) on Heavisiden funktio. Vastaavat kirjoitelmat saadaan myös funktioille
χ(τ ′′), χ(u) ja χ(u− s). Tällöin vastefunktio (2.9) on muotoa






e−iωsW (u, u− s)ds, (2.10)
joka on voimassa ajanhetkille τ < τ ′. Määritellään hetkellinen transitionopeus vas-
tefunktion derivaattana
Ḟτ (ω) = 2Re
∫ τ−τ0
0
e−iωsW (τ, τ − s)ds, (2.11)
missä piste tarkoittaa derivointia ominaisajan suhteen. Tällöin Ḟτ (ω) ei riipu vain
liiketilasta hetkellä τ , vaan myös koko radasta aikavälillä τ0 ja τ . Olettaen, että
detektori on kytketty päälle asymptoottisessa menneisyydessä päästään mielivaltai-
sesta vakiosta τ0 eroon rajalla τ0 → −∞, jolloin
Ḟτ (ω) = 2 Re
∫ ∞
0
e−iωsW (τ, τ − s)ds. (2.12)
Tämä kuvaa hetkellistä transitionopeutta hetkellä τ , ottaen huomioon detektorin
historian tähän hetkeen asti.
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2.1.1 Inertiaalinen detektori
Minkowskin avaruuden stationaariset radat, jotka perustuvat ajanluonteiseen Kil-
lingin vektoriin, voidaan luokitella kuuteen eri luokkaan [14]. Stationaariset maail-
manviivat ovat näiden Killingin vektorien integraalikäyriä. Näistä koordinaattisys-
teemeistä vain kolme on hyvin tunnettuja: Minkowskin, Rindlerin ja pyörivän systee-
min koordinaatistot. Vastefunktiossa ja hetkellisessä transitionopeudessa esiintyvä








′), k0 = |k|, (2.13)
jolloin vakuumin odotusarvon integraali ei suppene. Tavanomaisin tapa käsitellä
näitä äärettömyyksiä on regularisoida integraali asettamalla siihen eksponenttitekijä
e−|k|ε tai ekvivalentisti tekemällä korvaus t→ t−iε ja ottamalla lopussa raja ε→ 0+.
Toisin sanoen transitionopeus on




ds Re (e−iωsWε(τ, τ − s)). (2.14)
Tällä regularisoinnilla Wightmanin funktio on muotoa [2]
W (τ, τ ′) = − 1
4π2
1
(t− t′ − iε)2 − |x− x′|2
. (2.15)
Stationaarisilla käyrillä Wightmanin funktio ei riipu ajasta vaan vain kahden pisteen
välisestä ominaisajasta [14]
W (τ, τ − s) = W (s, 0), (2.16)
missä s = τ − τ ′. Inertiaalista rataa pitkin liikkuvan havaitsijan tapauksessa Wight-
manin funktio on muotoa
W (s, 0) = − 1
4π2(s− iε)2
. (2.17)
Tällöin hetkellinen transitionopeus on











Tämä integraali voidaan laskea käyräintegraalina reaaliakselia pitkin sulkien se ää-
rettömällä puoliympyrällä reaaliakselin alemmassa tai ylemmässä osassa riippuen
energian ω merkistä. Jos ω > 0, suljetaan käyrä kompleksitason alapuolella ja jos
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ω < 0, suljetaan käyrä puolestaan kompleksitason yläpuolella. Tuloksena saadaan
tällöin 2πωeεωθ(−ω) [12], jolloin hetkellinen transitionopeus on





2πωeεωθ(−ω) = − 1
2π
ωθ(−ω). (2.19)
Kuten odotettua tämä tulos ei riipu ajasta. Integraalissa (2.19) esiintyvä Heavisiden
funktio on nolla, jos sen argumentti on negatiivinen. Energian ω ollessa positiivi-
nen on Ḟτ (ω) = 0 mikä kuvastaa sitä, että hiukkasia ei havaita. Energian ollessa
negatiivinen, detektori puolestaan purkautuu spontaanisti alkutilaansa emittoiden
hiukkasen.
2.1.2 Tasaisesti kiihtyvä detektori
Tasaisessa kiihtyvässä liikkeessä, kiihtyvyydellä α−1, liikkuvan havaitsijan rata Min-
kowskin avaruudessa voidaan koordinatisoida muodossa [15]
t(τ) = α sinh(τ/α), x(τ) = α cosh(τ/α), y(τ) = z(τ) = 0. (2.20)
Sijoittamalla tämä rata Wightmanin funktioon (2.15) saadaan




)− α sinh( τ ′
α
)− iε)2 − (α cosh( τ
α















On hieman yllättävää, että Wightmanin funktio riippuu ajasta sillä stationaarisen
radan kohdalla transitionopeus on ajasta riippumaton. Tämä ei itsessään ole hälyt-
tävää, sillä aikariippumattomuutta vaaditaan vain transitionopeudelta. Tämä sisäl-
tää rajan ε → 0, jolloin Wightmanin funktio on selvästi ajasta riippumaton. Tyy-
pillisesti kirjallisuudessa esiintyvässä regularisoinnissa Wightmanin funktiossa raja
ε→ 0 otetaan integraalin sisällä ennen integrointia [2]. Tämä johtaa kuitenkin epä-
selvään tulkintaan, sillä integraali ei ole enää hyvin määritelty kun s = 0. Tämän
vuoksi etsitäänkin hetkellistä transitionopeutta tavalla, jossa ensin regularisoidaan
Wightmanin funktioW , jonka jälkeen tehdään integrointi yli muuttujan s ja lopuksi
poistamalla regularisointi. Tällöin ongelmana on kuitenkin mitä regularisointitapaa
tulisi käyttää.
Schlicht on artikkelissaan [12] tarkastellut tasaisesti kiihtyvän detektorin tapaus-
ta joka on kytketty päälle asymptoottisessa menneisyydessä ja osoittanut numeeri-
sesti laskemalla, että ylläolevaa Wightmanin funktiota (2.21) käyttämällä päädy-
tään transitionopeuteen joka riippuu detektorin ominaisajasta. Tämä tulos rikkoo
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Lorentz-invarianssin ja näyttää näin olevan epäfysikaalinen. Artikkelissaan Schlicht
ei näe mitään syytä miksi Unruhin ilmiötä ei voitaisi laskea eksplisiittisesti kausaali-
sella tavalla jolla tulos ei riippuisi ominaisajasta. Tämän vuoksi hän epäileekin, että
korrelaatiofunktio (2.15) ei ole sopiva liikkuvan detektorin tapaukseen. Pohjautuen
S. Takagin artikkeliin [16] Schlicht ehdottaakin regularisointia, jossa detektorille an-
netaan äärellinen koko sen hetkellisessä lepokoordinaatistossa. Tällöin detektori ei




d3ξ fε(ξ)φ(x(τ, ξ)), (2.22)
missä (τ, ξ) mudostavat joukon Fermin-Walkerin koordinaatteja, jotka liittyvät ra-
taan x(τ, ξ) = x(τ) + ξiei, missä yksikkövektorit ei yhdessä nelinopeuden ẋ kanssa
muodostavat ortonormaalin tetradin, joka on Fermi-Walker-siirretty4 liikkeen muka-
na. Funktio fε on normalisoitu proilifunktio, joka riippuu positiivisesta paramet-
rista ε siten, että limε→0 fε(ξ) = δ(ξ) ja toteuttaa skaalausominaisuuden
fε(ξ) = ε
−3f(ξ/ε). (2.23)
Proilifunktio fε kuvaa siis detektorin 'muotoa' detektorin hetkellisessä lepokoordi-
naatistossa parametrin ε kuvatessa sen 'kokoa'. Ottamalla integrointien jälkeen raja







)2 , ε > 0, (2.24)




x(τ)− x(τ ′)− iε(ẋ(τ)− ẋ(τ ′))
)2 , (2.25)
missä ẋ ja ẋ′ ovat detektorin nelinopeudet hetkillä τ ja τ ′. Tämän uuden korrelaa-
tiofunktion avulla tasaisesti kiihtyvässä liikkeessä olevan havaitsijan transitionopeus
(2.14) on
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Käyttäen modifoitua korrelaatiofunktiota tasaisesti kiihtyvällä detektorilla on siis
Unruhin ilmiön mukainen ajasta riippumaton Planckin jakauma. Artikkelissaan [17]
J. Louko ja A. Satz ovat eksplisiittisesti laskeneet transitionopeuden mielivaltaiselle
radalle, kun levitetty operaattori lähestyy rajaa ε → 0. Tällöin Schlichtin modifoi-
tua korrelaatiofunktiota käyttäen tulos asymptoottisessa menneisyydessä päällekyt-
ketylle detektorille on
















kun taas tavanomaista regularisointia (2.15) käyttäen saadaan tulokseksi






























missä (∆x)2 = (x(τ)−x(τ −s))2. Yhtälön (2.29) jälkimmäinen termi ei ole Lorentz-
invariantti ja juuri tämä termi on syypää Schlichtin löytämiin epäfysikaalisiin tu-
loksiin [18]. Inertiaalisille radoille ṫ = 1 tämä jälkimmäinen termi on nolla, jolloin
molemmat regularisointitavat antavat saman tuloksen.
Syy minkä takia Schlicht päätyi epäfysikaalisiin tuloksiin oli se, että hän ei ot-
tanut huomioon Wightmanin funktion distribuutioluonnetta jolloin tavanomaisesti
distribuutiota integroidaan vasten sileää ja kompaktitukista testifunktiota. Artikke-
lissaan [12] Schlicht ei käyttänyt ollenkaan kytkentäfunktioita, jolloin yhtälön (2.12)
johtamisessa katkaisufunktiona käytettiin implisiittisesti epäsileää ikkunafunktiota.
Voidaankin osoittaa, että kun vastefunktion (2.9) kytkentäfunktiot χ ovat sileitä,
niin yhtälössä (2.29) esiintyvä jälkimmäinen termi kumoutuu ja tulokset ovat täysin
fysikaalisia [18]. Lisäksi tämä menetelmä on helpompi yleistää kaareviin avaruuksiin
kuin modioitu versio. Käytettäessä siis kausaalista Unruhin-DeWittin detektoria
tavallista regularisointimenetelmää voidaan käyttää, kunhan mukaan otetaan sileät
katkaisufunktiot takaamaan fysikaaliset tulokset.
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2.2 Fysikaalinen vakuumi
Minkowskin avaruudessa vakuumi määritellään tilana, jonka jokainen hävitysope-
raattori annihiloi. Liikeyhtälöiden ratkaisuina saadut positiiviset ratkaisut ovat puo-
lestaan näiden operaattoreiden kertoimia. Positiiviset moodit ovat tällöin avainase-
massa määriteltäessä fysikaalista vakuumia. Kaarevassa avaruudessa näiden positii-
visten ratkaisuiden valinta ei kuitenkaan ole yksikäsitteinen. Luvussa 1.2.3 nähtiin,
että moodien välillä on relaatio, Bogoliubovin muunnos, joka tekee moodeista oleel-
lisesti samanarvoisia. Tällöin herääkin kysymys siitä, mikä moodien valinta vastaa
parhaiten käsitystä fysikaalisesta vakuumista. Seuraavaksi rajoittaudutaan skalaari-
kenttään ja tutkitaan vakuumin käsitettä kahdessa avaruusajassa. Adiabaattista va-
kuumia neliulotteisessa Friedmannin-Lemaîtren-Robertsonin-Walkerin (FLRW) ava-
ruudessa, sekä Bunchin-Daviesin vakuumia neliulotteisessa de Sitterin avaruudessa
seuraten teosta [2].
2.2.1 Adiabaattinen vakuumi
Neljässä dimensiossa yleisen FLRW-universumin viivaelementti on muotoa
ds2 = dt2 − a(t)2hijdxidxj, (2.30)
missä skalaarifunktio a(t) on skaalatekijä, joka kuvaa universumin laajenemista tai
kontraktoitumista ja
hijdx
idxj = (1−Kr2)−1dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (2.31)
missä (r, θ, φ) ovat tavalliset pallokoordinaastiston koordinaatit. Yhtälö (2.31) an-
taa viivaelementin avaruudelliselle osalle, joka on avoin, litteä tai suljettu riippuen
siitä onko vastaavasti parametri K = −1, 0, 1. Määritellään uusi aikaparametri η
niin sanottu konformaalinen aika kaavalla dη = dt/a, jolloin viivaelementti voidaan
kirjoittaa muodossa
ds2 = a(η)2[dη2 − hijdxidxj] = C(η)[dη2 − hijdxidxj], (2.32)
missä on määritelty konformaalinen skaalatekijä C(η) = a(η)2, jonka oletetaan ole-
van nollasta poikkeava C∞-funktio. Tämä muoto paljastaa geometrian olevan kon-
formaalisesti staattinen5 konformaalisen tekijän riippuen vain ajasta. Metriikan ol-
lessa konformaalisesti staattinen, voidaan sen kenttäyhtälöissä avaruudelliset ja ajal-
liset muuttujat separoida [19]. Tällöin
uk(η,x) = C
−1/2(η)Yk(x)χk(η), (2.33)
5Konformaalisesti staattinen avaruusaika gµν saadaan muunnoksena gµν = C(η)g̃µν , missä g̃µν
on staattinen metriikka.
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missä x = (r, θ, φ), k = |k| ja funktio Yk(x) on yhtälön
h−1/2∂i[h
1/2hij∂jYk(x)] = −(k2 −K)Yk(x) (2.34)









` (θ, φ), k = (k, `,m), (K = ±1)
, (2.35)
missä funktio Y m` on tavallinen palloharmoninen funktio, x = (x
1, x2, x3) ja
−∞ < ki <∞; k = |k|, (K = 0)
` = 0, 1, . . . , k − 1; k = 1, 2, . . . , (K = 1)
` = 0, 1, . . . ; 0 < k <∞, (K = −1)
. (2.36)














Funktio Π(+)k` (α) saadaan funktiosta Π
(−)
k` (α) vaihtamalla muuttujat k → −ik ja
α→ −iα.
Sijoittamalla yhtälöstä (2.32) saatu metriikka Kleinin-Gordonin yhtälöön näh-




2χk(η) = 0, (2.38)
missä
Ωk(η)








2 : = k2 + C(η)m2. (2.40)
Tässä esiintyvä Riccin skalaari R on yleisessä FLRW-metriikassa muotoa
R = C−1[3Ḋ +
3
2
D2 + 6K], (2.41)
missä on määritelty D = Ċ/C. Normointiehdot (1.50) redusoituvat nyt sisätulon
kaavaa (1.49) käyttämällä ratkaisuiden Wronskin determinantiksi
χk∂ηχ
∗
k − χ∗k∂ηχk = i. (2.42)
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Huolimatta yhtälön (2.38) yksinkertaisuudesta, sille ei tiettävästi ole olemassa ana-
lyyttistä ratkaisua mielivaltaiselle funktiolle Ωk(η)2. Olettaen funktion Ωk(η)2 olevan
hitaasti vaihteleva muuttujan η suhteen, voidaan todellista ratkaisua approksimoida
Wentzelin-Kramersin-Brillouin'n (WKB) metodilla. Fysikaalisesti tämä vastaa hi-




























ja piste tarkoittaa derivointia konformaalisen ajan suhteen. Tällöin (2.43) toteuttaa
normointiehdon (2.42). Mikäli avaruusaika laajenee tarpeeksi hitaasti, niin yhtälön
(2.44) derivaattatermit ovat pieniä verrattuna termiin Ω2k. Nollannen kertaluvun
approksimaatiossa voidaan tällöin sijoittaa
W
(0)
k (η) ≡ Ωk(η) (2.45)
yhtälön (2.43) integrandiin. Tällöin selvästi ratkaisu redusoituu tavalliseen Minkows-
kin avaruuden ratkaisuun, kun konformaalinen tekijä C(η) lähestyy vakiota. Epä-
lineaarisen yhtälön (2.44) ratkaisuja voidaan approksimoida iteroimalla, käyttäen


















joka sisältää kaksi derivaattaa termistä Ωk ollen näin toista adiabaattista kertalukua.
Kuten yleensäkin WKB-approksimaatiossa, näin saatu sarja on divergoiva asymp-
toottinen sarja, eikä sitä voida käyttää kuin tiettyyn kertalukuun nmax asti [22]. Sel-
ventääksemme edellä mainittua avaruuden laajenemisen hitautta määritellään uusi
parametri T , jota kutsutaan adiabaattiseksi parametriksi. Skaalaamalla konformaa-




χ(η̃) + T 2Ωk(η̃)
2χk(η̃) = 0. (2.47)










niin rajalla T → ∞ funktio C(η̃) ja myöskin sen derivaatat muuttuvat äärettömän
hitaasti. Hitaasti muuttuvan konformaalisen tekijän C(η) muuttumista voidaan siis
tutkia vaihtoehtoisesti suurilla parametrin T arvoilla.
Jatkossa merkitään moodin uk kertaluvun A adiabaattista approksimaatiota
merkinnällä u(A)k . Näiden approksimoitujen moodien avulla voidaan määrittää lii-










kautta, missä kertoimien α(A)k ja β
(A)
k pitää olla vakioita kertalukuun A asti, sillä
moodit u(A)k ja u
∗(A)
k ovat kenttäyhtälön ratkaisuja tähän kertalukuun asti. Eksaktit




k (η0) = 1 +O(T
−(A+1)), β
(A)
k (η0) = 0 +O(T
−(A+1)). (2.50)
Tällä moodien valinnalla voidaan määrittää vakuumi normaaliin tapaan tilana, jon-
ka hävitysoperaattori annihiloi. Vakuumia, joka konstruoidaan näillä moodien va-
linnalla sanotaan kertaluvun A adiabaattiseksi vakuumiksi |0(A)〉.
2.2.2 Bunchin-Daviesin vakuumi
Mukava esitys nelidimensioisesta de Sitterin avaruudesta saavutetaan upottamalla
se viisidimensioiseen Minkowskin avaruuteen hyperboloidina
z20 − z21 − z22 − z23 − z24 = −α2, (2.51)
missä α on vakio ja Minkowskin avaruuden metriikkana on
ds2 = dz20 − dz21 − dz22 − dz23 − dz24 . (2.52)
Tämä hyperboloidi voidaan koordinatisoida monella tapaa, joista eräs on









t/αxi, i = 1, 2, 3, −∞ < t, xi <∞.
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Tämä peittää de Sitterin avaruudesta sen puolen, jossa z0 + z4 > 0. Näillä koordi-
naattien valinnoilla viivaelementti on muotoa




Määrittelemällä konformaalinen aika, nyt kaavalla
η = −αe−t/α, −∞ < η < 0, (2.55)
voidaan (2.54) kirjoittaa muodossa




Skaalatekijässä on nyt koordinaattisingulariteetti pisteessä η = 0. De Sitterin ava-
ruuden toinen puolisko voidaan koordinatisoida antamalla konformaalisen ajan η
juosta koko reaalilukujen joukon läpi −∞ < η < ∞. Viivaelementin muoto (2.56)
paljastaa koordinatisoidun puolen de Sitterin avaruudesta olevan konformaalinen
Minkowskin avaruuden osan kanssa. Lisäksi tämä muoto vastaa avaruudellisesti lit-
teää FLRW-universumia konformaalisen tekijän ollessa C(η) = α2/η2. Tämän joh-
dosta voidaan työskennellä edellisen osion viitekehyksen puitteissa. Koska nyt kai-















niin avaruus on hitaasti muuttuva jolloin adiabaattisen vakuumin voidaan olettaa
olevan sopiva kandidaatti fysikaaliselle vakuumille, kun η → ±∞. Eksaktit ratkai-







e−ikη, k, η →∞, (2.58)
suurilla parametrien k tai η arvoilla.
Moodit voidaan jälleen separoida avaruuden ja ajan komponentteihin. Sijoitta-





2 + C(η)2(m2 + ξR)]χk = 0, (2.59)




























χk = 0. (2.60)
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− 12(m2R−1 + ξ). (2.62)

























e−ikη, k, η →∞, (2.64)
joten näin valituilla moodeilla on haluttu ominaisuus (2.58). Moodit (2.61) määrit-
televät erään de Sitterin avaruuden vakuumin. Vakuumin konstruoimiseksi laajen-
netaan skalaarikenttä φ yhtälön (1.20) mukaan muodossa
φ =
∫
dk̃ [a(k)uk + a(k)
†u∗k], (2.65)
missä moodit uk ovat muotoa
uk(χ,x) = (32π
2)−1/2α−4η9/2eik·xH(2)ν (kη). (2.66)
Vakuumitila voidaan nyt määritellä tavalliseen tapaan
a(k) |0BD〉 = 0. (2.67)
Näin konstruoitua vakuumia sanotaan Bunchin-Daviesin vakuumiksi [23] ja sitä mer-
kitään vektorilla |0BD〉.
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3 Energiaimpulssitensorin renormalisointi
Edellisessä luvussa tarkasteltiin hiukkasen ja vakuumin käsitettä ja huomattiin, että
vain erityisissä tapauksissa hiukkasen käsite vastaa intuitiivista käsitystämme alkeis-
hiukkasesta. Ongelmia hiukkasen käsitteen kanssa syntyy siitä, että hiukkaset määri-
tellään globaalisti kenttämoodien avulla. Usein onkin hyödyllistä ja mielenkiintoista
tutkia lokaalisti määriteltyjen objektien odotusarvoja. Näistä objekteista tärkeim-
pänä on moniston pisteessä x määritelty energiaimpulssitensori Tµν(x). Tämä suure





Rgµν + Λgµν = −8πGNTµν , (3.1)
missä Rµν on Riccin tensori, R Riccin skalaari, GN Newtonin gravitaatiovakio ja Λ
kosmologinen vakio. Energiaimpulssitensori on siis oleellisessa asemassa, kun tutki-
taan dynamiikkaa jossa gravitaatiokenttä on kytkeytyneenä kvanttikenttään. Tässä
tutkielmassa käsitellään semiklassista mallia joka pohjautuu Einsteinin kenttäyhtä-




Rgµν + ΛBgµν = −8πGB 〈Tµν〉 . (3.2)
Tämä on semiklassinen Einsteinin yhtälö ja sen parametreissä esiintyvät alaindeksit
B viittaavat paljaisiin, renormalisoimattomiin suureisiin.
Tarkasteltaessa energiaimpulssitensorin odotusarvoa törmätään Minkowskilai-
sesta kenttäteoriasta tuttuihin ongelmiin, divergensseihin. Energiaimpulssitensorin
odotusarvo osoittautuu nimittäin äärettömäksi. Litteän avaruuden kenttäteoriassa
näiden äärettömyyksien kontrolloimiseen on kehitetty useita menetelmiä. Äärettö-
myyksien tunnistamiseen tarvittavia regularisointitapoja, sekä äärettömyyksien eli-
minointiin tarvittavaa renormalisaatioteoriaa, jossa divergoivat termit absorboidaan
paljaisiin termeihin. Kaarevassa avaruudessa äärettömyyksien kontrolloimiseen pi-
tää kehittää vastaavia menetelmiä, mutta erityistä varovaisuutta on noudatettava
sillä laskuissa on säilytettävä yleinen kovarianssi. Erilaisia kovariantteja regulari-
sointitapoja on kuitenkin kehitetty kaarevan avaruuden tapaukseen. Näistä mainit-
takoon esimerkiksi zeeta-funktio regularisointi [24], dimensionaalinen regularisoin-
ti [25], adiabaattinen regularisointi [20], sekä pisteensiirtoregularisointi [26]. Näistä
ensimmäisessä niin sanottu efektiivinen vaikutus W esitetään zeeta-funktion ζ(s)
avulla, jolloin se ei suppene jokaisella parametrin s arvolla. Kuitenkin analyyttisesti
jatkamalla se näihin pisteisiin saadaan divergenssit eliminoitua. Dimensionaalisessa
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regularisoinnissa avaruusajan dimensiota n pidetään kompleksilukuna ja integroin-
nit suoritetaan n-tasossa, jossa ne suppenevat. Divergenssit esiintyvät tällöin eris-
tettyinä napoina, kun tehdään analyyttinen jatkaminen fysikaaliseen dimensioon
n = 4.
Tässä luvussa tarkastellaan ylläolevista regularisointimenetelmistä kahta viimeis-
tä, sekä tutustutaan formalismiin jota tarvitaan energiaimpulssitensorin odotusar-
von laskemiseen. Laskujen yksinkertaistamiseksi rajoittaudutaan massiiviseen ska-
laarikenttään ja neljään dimensioon.
3.1 Efektiivinen vaikutus kaarevassa avaruudessa
Klassinen Einsteinin yhtälö (3.1), yleisen suhteellisuusteorian liikeyhtälö, voidaan
johtaa vaikutusfunktionaalista
S = Sg + Sm, (3.3)














jonka variointi antaa yhtälön (3.1) vasemman puolen. Vaikutuksen toinen termi Sm









= Tµν . (3.7)
Materian vaikutuksen variointi antaa siis (klassisen) energiaimpulssitensorin. Ajatel-
taessa semiklassista mallia, jossa esiintyy energiaimpulssitensorin odotusarvo, voi-
daan kysyä olisiko se mahdollista saada samankaltaisella menetelmällä. Toisin sa-
noen onko olemassa jokin funktionaali W , joka funktionaalisesti dierentioituna an-
taisi energiaimpulssitensorin odotusarvon. Osoittautuu [2], että tämänlainen funk-






〈out, 0|Tµν |0, in〉
〈out, 0|0, in〉
:= 〈Tµν〉 , (3.8)
6Tekijä [−g]−1/2 on asetettu, jotta saadaan tensoritiheyden sijaan aito tensori.
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missä tilavektorit |0, in〉 ja |0, out〉 kuvaavat vakuumitilaa ennen gravitaatiokentän
dynamiikkaa ja sen jälkeen. Käyttäen polkuintegraaliformalismia voidaan osoittaa






























Yhtälössä (3.9) esiintyvä termi GSDF on Feynmanin propagaattorin integraaliesitys










exp[−im2s+ σ/(2is)]F (x, x′; is), (3.12)
missä ∆ on Van Vleckin determinantti, funktio σ on pisteiden x ja x′ välisen geo-
deettisen etäisyyden neliön puolikas määritelty kaavalla





missä koordinaatit yµ ovat pisteeseen x konstruoidut Riemannin normaalikoordinaa-
tit, kun origoksi on valittu piste x′ ja funktiolla F on asymptoottinen kehitelmä
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Lisäksi termissä m2 implisiittisesti esiintyvä pieni imaginaariosa m2 − iε on jätetty
eksplisiittisesti kirjoittamatta. Riemannin normaalikoordinaateista löytyy enemmän
liitteessä B, missä on annettu myös Schwingerin-DeWittin kehitelmän johto.
Sijoittamalla nyt Schwingerin-DeWittin kehitelmä (3.12) kaavaan (3.11) ja vaih-
tamalla integroimisjärjestystä saadaan efektiiviseksi Lagrangen tiheydeksi neljässä
dimensiossa




























jonka nojalla energiaimpulssitensorin odotusarvoa voidaan tutkia tutkimalla efektii-
vistä Lagrangen funktiota Leff .
3.2 Regularisointi ja renormalisointi




σ(x, x′) = 0 (3.19)
huomataan, että indeksien arvoilla j = 0, 1, 2 integraali hajaantuu integraalin ala-
rajalla, kun x′ → x. Termi m2 − iε pitää huolta konvergenssista ylärajalla. Tällöin
efektiivinen Lagrangen funktio ei ole määritelty ja yhtälön (3.18) nojalla myös ener-
giaimpulssitensorin odotusarvo on ääretön. Fysikaalisesti järkevien tuloksien saami-
seksi tarvitaan regularisointia ja renormalisointia.
Koska efektiivinen Lagrangen funktio (3.17) on rajalla x′ → x äärellinen asymp-
toottisen sarjan termien indeksien arvoilla j ≥ 3, on neljässä dimensiossa efektiivisen
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Korkeamman asteen termin a3(x, x′) arvo rajalla x′ → x on myöskin laskettu. Se
sisältää 28 termiä ja löytyy artikkelista [28]. Tämä tai korkeamman asteen termit tu-
levat tarpeelliseksi mikäli regularisointia tehtäisiin korkeammassa dimensiossa kuin
neljä. Nyt nähdään, että yhtälön (3.20) sulkulausekkeessa olevat termit laskettuna
rajalla x′ → x ovat puhtaasti geometrisia. Ne koostuvat Riemannin tensorista ja
sen kontraktioista. Tällöin divergoivaa osaa Ldiv tulisi pitää paremminkin kontri-
buutiona vaikutuksen gravitaation osaan, eikä materian osaan. Vaikka tämä termi
syntyykin materian vaikutuksesta, se käyttäytyy kuten gravitaatiokentästä raken-
nettu suure7. Koska Ldiv on puhtaasti geometrinen, voidaan se yrittää absorboida
vaikutuksen gravitaation osaan.
Divergoiva osa Ldiv sisältää kuitenkin kertoimen a2, joka on neljättä kertalukua
metriikan derivaattojen suhteen. Se edustaa tällöin korkeamman kertaluvun korjaus-
ta yleiseen suhteellisuusteoriaan, joka sisältää vain korkeintaan toisia derivaattoja
metriikan suhteen. Käyttämällä dimensionaalista regularisointia nähdään, että tä-





Rgµν + Λgµν + α
(1)Hµν + β









































αβγ − 4Rµν + 2∇µ∇νR− 4RµαRαν
+ 4RαβRαµβν . (3.23)
Alkuperäiseen gravitaation Lagrangen funktioon tulee tällöin lisätä termejä, jotka
ovat metriikan derivaatan suhteen kertalukua neljä paljailla kertoimilla aB, bB ja cB.
Näihin termeihin voidaan tällöin absorboida kertoimien α, β, γ divergoivat termit
antaen renormalisoidut kertoimet a, b ja c. Neljässä dimensiossa asia helpottuu vielä
hieman sillä voidaan osoittaa [2], että
Hµν = − (1)Hµν + 4 (2)Hµν . (3.24)
7Tämä ei päde kuitenkaan efektiivisen Lagrangen funktion äärelliselle osalle.
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Vain kaksi kertoimista a, b ja c ovat siis riippumattomia, joten voidaan valita kertoi-
men c olevan nolla. Renormalisoinnin avulla voidaan siis työskennellä vaikutuksen
S = Sg +W (3.25)
kanssa, joka kytkee gravitaation ja kvanttikentän toisiinsa. Efektiivisen vaikutuk-
sen W divergoivat osat voidaan siirtää tarpeeksi yleiseen gravitaation vaikutukseen
Sg absorboimalla äärettömyydet renormalisoituihin vakioihin a, b,Λ ja G. Tällöin
renormalisoidun vaikutuksen
S = (Sg)ren +Wren, (3.26)




Rgµν + Λgµν + a
(1)Hµν + b
(2)Hµν = −8πG 〈Tµν〉ren , (3.27)
missä oikea puoli on nyt äärellinen ja vakiot pitää määrätä kokeellisesti.
Vaikka formaalisti energiaimpulssitensorin odotusarvo 〈Tµν〉ren saadaankin funk-
tionaalisesti dierentioimalla efektiivistä vaikutusta Wren, käytännön laskuissa tätä
ei voida suoraan tehdä. Tämä johtuu siitä, että jos funktionaalinen dierentiointi
halutaan suorittaa metriikan suhteen, pitää yleisesti tietää Wren kaikille metriikoille
gµν [2]. Tällöin on usein tarpeellista työskennellä suoraan odotusarvon 〈Tµν〉 kanssa.
Kaavassa (3.8) esiintyvän energiaimpulssitensorin odotusarvon
〈Tµν〉 :=
〈out, 0|Tµν |0, in〉
〈out, 0|0, in〉
(3.28)
vakuumitilat juontavat juurensa Schwingerin-DeWittin esityksen reunaehdoista. Usein
ollaan enimmäkseen kiinnostuneita kuitenkin odotusarvosta
〈Tµν〉vac := 〈in, 0|Tµν |0, in〉 , (3.29)
energiaimpulssitensorin vakuumiodotusarvosta määriteltynä ennen gravitaatioken-
tän dynamiikkaa. Tai vastaavasti vakuumitilan |0, out〉 määräämästä odotusarvosta.
Tämä suure oikein regularisoituna ja renormalisoituna antaa kaiken tiedon hiukkas-
tuotosta sekä vakuumin polarisaatiosta ja on nimenomaan suure, jota käytetään
semiklassisen Einsteinin yhtälön oikealla puolella [29]. Näiden kahden odotusarvon
välillä on kuitenkin olemassa yhteys. Kuten B. DeWitt on osoittanut [8]
〈Tµν〉vac = 〈Tµν〉+ 〈Tµν〉fin , (3.30)
missä 〈Tµν〉fin on aina äärellinen. Tällöin siis odotusarvoissa 〈Tµν〉vac ja 〈Tµν〉 esiinty-
vät divergenssit ovat identtisiä. Regularisoitaessa näistä jälkimmäinen, tulee samalla
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regularisoitua myös ensimmäinen. Kun 〈Tµν〉 regularisoidaan, voidaan siitä erottaa
divergoivat ja äärelliset termit
〈Tµν〉 = 〈Tµν〉div + 〈Tµν〉ren , (3.31)
missä 〈Tµν〉div sisältää äärettömät osat, jotka renormalisoidaan lisäämällä gravitaa-
tion vaikutukseen äärettömät vastatermit. Odotusarvo 〈Tµν〉ren on puolestaan jäljel-
le jäävä äärellinen osa. Samalla renormalisoitaessa odotusarvo 〈Tµν〉div antaa meille
äärellisen, renormalisoidun energiaimpulssitensorin odotusarvon
〈Tµν〉vac,ren : = 〈Tµν〉vac − 〈Tµν〉div . (3.32)
Divergoivalle osalle 〈Tµν〉div pitää siis löytää muoto, joka voidaan renormalisoida.
3.2.1 Pisteensiirtoregularisointi
Pisteensiirtoregularisoinnin8 idea perustuu pohjimmiltaan siihen, että efektiivinen
Lagrangen funktio (3.11) on äärellinen, kunhan pisteet x ja x′ pidetään erotettui-
na toisistaan. Tämän regularisointitavan etuna on se, että se on täysin kovariantti
ja sitä voidaan käyttää mille tahansa metriikalle. Seuraavaksi esitellään tämän re-
gularisointitavan idea pääpiirteittäin käyttäen massiivista skalaarikenttää. Lisäksi
tarkastellaan miten tätä regularisointia voidaan soveltaa käytännön laskuissa. Tässä
seurataan pitkälti S. Christensenin artikkelia [26].
Kuten edellisessä kappaleessa todettiin, on usein hyödyllisempää työskennellä
suoraan energiaimpulssitensorin kanssa. Varioimalla materian, tässä tapauksessa
skalaarikentän, vaikutusfunktionaalia saadaan neljässä dimensiossa klassiseksi ener-
giaimpulssitensoriksi




















missä kentän φ(x) argumentti on notaation helpottamiseksi jätetty kirjoittamatta.



































m2gµν {φ, φ} . (3.34)
8Englanniksi "point-splitting regularization".
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Seuraavaksi siirretään toisen kentän φ(x) argumentin piste pisteeseen x′, joka on
lähellä alkuperäistä pistettä x. Ottamalla vielä yhtälössä (3.34) vakuuminodotusarvo
puolittain, voidaan antikommutaattorit tunnistaa Hadamardin funktiona G(1) ja sen













































Yhteys Hadamardin funktion ja Feynmanin propagaattorin välille saadaan yhtälön
GF (x, x
′) = −G(x, x′)− 1
2
iG(1)(x, x′), (3.37)







Feynmanin propagaattorin integraaliesitys kaarevassa avaruudessa on Schwingerin-
DeWittin kehitelmä, josta kaavan (3.37) mukaan Hadamardin funktio saadaan sen
imaginaariosana. Kehittämällä Schwingerin-DeWittin kehitelmän (B.24) Hankelin
funktio asymptoottisena sarjana ja suorittamalla summaukset ja derivoinnit saadaan
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[a2 + · · · ] +
1
2m4
[a3 + · · · ] + · · ·
}
, (3.39)
missä γE on Eulerin vakio ja mukana ovat vain ne termit jotka aiheuttavat diver-
genssejä, sekä joitain äärellisiä termejä. Nämä divergenssit esiintyvät terminä σ−1,
sekä logaritmisenä terminä ln |m2σ/2|, jotka hajaantuvat rajalla σ → 0. Hadamar-
din funktio G(1) voidaan nyt sijoittaa takaisin energiaimpulssitensorin odotusarvoon
(3.35). Seuraavaksi luonteva tapa olisi laajentaa tällöin esiintyvät termit ai(x, x′)
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ja ∆(x, x′) sekä niiden derivaatat sarjaksi pisteessä x olevien funktioiden t(x), sekä
funktion σ potensseina. Ongelmaksi muodostuu kuitenkin se, että nämä termit ovat
bitensoreita9, jolloin yhtälön eri puolilla on erilaiset muuntumisominaisuudet.
Bitensori Tαβ′(x, x′) muuntuu kuten kahdessa eri pisteessä olevan tensorin tulo
Aα(x)Bβ′(x
′). Jatkossa indeksin pilkku viittaa koordinaatteihin x′. Tällöin esimer-
kiksi laajennus
Tαβ′ = tαβ(x) + tαβρ(x)σ
ρ + · · · (3.40)
on merkityksetön sillä yhtälön eri puolilla on erilaiset muuntumisominaisuudet. Täs-
sä σρ := ∇ρσ on pisteiden x′ ja x välisen geodeesin tangenttivektori pisteessä x
suunnattuna suuntaan x′ → x ja sen pituus on pisteiden x ja x′ välisen geodeesin
pituus10. Bitensori Tαβ′ pitää ensin muuttaa pisteessä x olevaksi tensoriksi, jonka
jälkeen laajennus voidaan tehdä. Tätä varten tarvitaan bivektori gµν′ , joka määri-
tellään yhtälöillä
∇τσ∇τgµν′ = 0, lim
x′→x
gµν′ = gµν . (3.41)
Tämän objektin operoidessa vektoriin Aν
′
pisteessä x′ antaa se vektorin Āµ, joka
saadaan yhdensuuntaissiirtämällä Aν
′




Tässä on käytetty merkintää, jossa yleisesti tensorin yläpuolella oleva viiva tarkoit-
taa tensoria pisteessä x, joka on saatu pisteessä x′ olevasta objektista yhdensuun-
taissiirtolla. Bitensori Tαβ′ voidaan nyt muuttaa tensoriksi pisteessä x. Oletetaan,
että bitensorin Tαβ′ ja sen derivaattojen arvot rajalla x′ → x tunnetaan. Tällöin
Tαβ = gβ





µσν + · · · , (3.43)
missä kertoimet t ovat pelkästään pisteen x funktioita. Nämä kertoimet saadaan
derivoimalla ylläolevaa yhtälöä (3.43) ja ottamalla jokaisesta saadusta yhtälöstä








10Riemannin normaalikoordinaattien avulla voidaan myös kirjoittaa ∇µσ = yµ.
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Tällä tavalla voidaan esiintyvät bitensorit sekä niiden derivaatat muuntaa kovarian-
tilla tavalla pisteessä x oleviksi tensoreiksi, sekä laajentaa ne eristäen divergenssit.
Laajentamalla nyt Hadamardin funktiossa esiintyvät bitensorit a1(x, x′), a2(x, x′),
σ(x, x′) ja ∆1/2(x, x′) sarjaksi pisteessä x, sekä ryhmittelemällä eristetyt divergenssit
voidaan muodostaa energiaimpulssitensorin odotusarvon divergoiva osa:
〈Tµν〉div = 〈Tµν〉quartic + 〈Tµν〉quadratic + 〈Tµν〉log + 〈Tµν〉lin + 〈Tµν〉fin , (3.46)
missä oikealla puolella termit ovat järjestetty neljännen asteen, toisen asteen, loga-
ritmisiin ja lineaarisiin divergensseihin, sekä äärelliseen termiin vastaavassa järjes-
tyksessä. Näiden suureiden eksplisiittiset esitykset ovat hyvin pitkiä ja ne löytyvät
Christensenin artikkeleista [26] massiiviselle skalaarikentälle ja [29] spinorikentälle,
sekä vektorikentälle mielivaltaisella metriikalla gµν neljässä dimensiossa. Yleiselle n-
dimensiolliselle avaruudelle näitä eksplisiittisiä esityksiä ei toistaiseksi ole laskettu.
Kuinka sitten odotusarvoa 〈Tµν〉div voidaan käyttää käytännön laskuissa? Ole-
tetaan, että annetulle metriikalle gµν löydetään täydellinen joukko moodeja uk(x),
jotka määrittävät fysikaalisen vakuumin. Näiden moodien avulla voidaan kenttäope-






Tarkastelemalla yhtälöä (3.34) huomataan, että energiaimpulssitensori koostuu kent-
täoperaattoreiden tuloista φ2. Koska yhtälön (3.47) luomis- ja hävitysoperaattoreille
pätee yhtälöt
a(k) |0〉 = 0, 〈0| a(k)† = 0, 〈0|a(k)a(k)†|0〉 = δkk′ (3.48)







missä Tµν(uk(x), u∗k(x)) on energiaimpulssitensorin bilineaarimuoto, joka muodos-
tetaan sijoittamalla moodit uk ja u∗k kenttäoperaattorin φ tilalle yhtälössä (3.34).
Summaus voidaan myös korvata integroinnilla mikäli k on jatkuva. Tähän odotusar-
















Kaikki pisteestä x′ riippuvat suureet esitetään vektorin σρ avulla ja summa laajen-
netaan tämän vektorin suhteen. Divergoiva osa 〈Tµν〉div voidaan laskea annetulle
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metriikalle käyttämällä kaavaa (3.46) ja yhtälön (3.32) mukaan renormalisoitu odo-
tusarvo saadaan tällöin kaavalla
〈Tµν〉vac,ren : = 〈Tµν〉vac − 〈Tµν〉div . (3.51)
3.2.2 Adiabaattinen regularisointi
Vaikka pisteensiirtoregularisointi onkin yksi tutkituimpia regularisointimenetelmiä
ja se toimii millä tahansa metriikalla, johtaa se yleensä pitkiin ja monimutkaisiin
laskuihin. Rajoittamalla avaruutta homogeenisiin avaruuksiin, erityisesti FLRW-
avaruuteen, adiabaattinen regularisointi antaa usein huomattavasti mukavamman
regularisointimenetelmän. Tämä menetelmä perustuu kappaleessa 2.2.1 konstruoi-
tuihin adiabaattisiin moodeihin ja niihin liittyvään vakuumiin. Adiabaattinen regu-
larisointi kehitettiin alunperin käsittelemään ultraviolettidivergenssejä hiukkasen lu-
kumääräoperaattorin odotusarvossa [30]. Myöhemmin L. Parker ja S. Fulling yleis-
tivät tämän koskemaan skalaarikentän energiaimpulssitensorin odotusarvon diver-
genssejä [20, 31]. Hiljattain adiabaattinen regularisointi on myös onnistuttu yleis-
tämään spinorikentille [32, 33]. Seuraavaksi käsitellään adiabaattista regularisointia
skalaarikentän kohdalla mielivaltaisella kytkennällä ξ pohjautuen artikkeliin [34].
Sijoittamalla yleinen neliulotteinen FLRW-metriikka
ds2 = C(η)[dη2 − hijdxidxj] (3.52)
skalaarikentän energiaimpulssitensorin kaavaan (3.33) ja ottamalla vakuuminodo-
























dk k2, K = 0,−1∑∞
k=1 k
2, K = 1.
(3.54)
Artikkelissaan [35] P. Anderson ja L. Parker ovat kuitenkin perustelleet, että riippu-
matta parametrin K arvosta kaikissa tapauksissa tulisi käyttää jatkuvaa integrointi-
mittaa. Tämä perustelu pohjautuu siihen, että diskreettiä mittaa käytettäessä niin
sanottua jälkianomaliaa11 ei synny, mikä on ristiriidassa muiden regularisointitapo-
jen antamien tulosten kanssa. He osoittavatkin, että käyttämällä jatkuvaa integroin-
11Katso esimerkiksi [2, 36].
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timittaa myös tapauksessa K = 1 saadaan jälleen jälkianomalia kuten muillakin re-
gularisointitavoilla. Tämän vuoksi rajoittaudutaan kaikissa kolmessa tapauksessa





Adiabaattisessa regularisoinnissa käytetään hyväksi moodien χk adiabaattista kon-
struktiota (2.43). Adiabaattinen kertaluku vastaa funktion Ω derivaattojen luku-
määrää ja energiaimpulssitensorin divergenssien saamiseksi riittää funktion Wk laa-
jentaminen adiabaattiseen kertalukuun neljä asti [20]. Adiabaattiseen kertalukuun
neljä laajennettu funktio Wk sisältää 37 termiä, ja se on annettu liitteessä C.
Määritellään energiaimpulssitensori adiabaattisessa vakuumissa adiabaattisella
kertaluvulla A kaavalla
〈Tµν〉(A)ad := 〈0
(A)|Tµν |0(A)〉 . (3.56)
Tällöin energiaimpulssitensorin odotusarvon komponentti 〈T00〉 laajennettuna adia-











































missä termi O(4)00 on annettu liitteessä C ja se sisältää adiabaattista kertalukua neljä
olevat termit. Energiaimpulssitensorilla, joka saadaan FLRW-metriikasta, on vain





(T00 − CT µµ ). (3.58)
Energiaimpulssitensorin odotusarvon 〈Tµν〉 toinen itsenäinen komponentti 〈T11〉 saa-
daan siis helpoimmin käyttämällä yhtälöä (3.57) ja odotusarvon 〈Tµν〉 jälkeä. Adia-
baattisessa vakuumissa adiabaattiseen kertalukuun neljä asti kirjoitettuna ener-
giaimpulssitensorin jälki on



























































missä O(4)tr sisältää adiabaattisen kertaluvun neljä termit annettuna liitteessä C.
Nimestään huolimatta adiabaattinen regularisointi ei ole tapa regularisoida diver-
goivia integraaleja. Täten yhtälöt (3.57) ja (3.59) ovat formaalisti divergoivia ja ne
pitäisi regularisoida esimerkiksi pisteensiirtoregularisoinnilla. Kuitenkin pisteensiir-
toregularisointia käyttämällä voidaan osoittaa [37], että massiivisen skalaarikentän
kohdalla renormalisoitu energiaimpulssitensorin odotusarvo voidaan muodostaa vä-
hentämällä eksaktista energiaimpulssitensorin odotusarvosta neljänteen adiabaatti-
seen kertalukuun asti laajennettu odotusarvo 〈Tµν〉(A)ad , joka saadaan yhtälöistä (3.57)
ja (3.59). Tällöin jäljelle jää äärellinen integraali. Yleisen FLRW-avaruuden kohdal-
la semiklassisen Einsteinin yhtälön oikealla puolella oleva energiaimpulssitensorin
odotusarvo saadaan siis kaavalla
〈Tµν〉vac,ren := 〈Tµν〉vac − 〈Tµν〉
(A)
ad . (3.60)
Pisteensiirtoregularisointia, tai muutakaan regularisointia, ei siis tarvitse erikseen
suorittaa, sillä sitä tarvitaan vain oikeuttamaan kaava (3.60). Lisäksi T. Bunch on
osoittanut [34], että tällöin esiintyvät divergenssit voidaan renormalisoida paramet-
reihin Λ, G, a ja b.
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4 Hiukkastuotto laajenevassa universumissa
Edellisissä luvuissa on tutustuttu formalismiin, jota tarvitaan kaarevan avaruuden
kvanttikenttäteorian ilmiöiden tutkimisessa. Tässä ja seuraavissa luvuissa sovelle-
taan näitä tuloksia. Yleisen suhteellisuusteorian mukaan ottaminen tuo kvantti-
kenttäteoriaan mukaan universumin dynamiikan. Minkowskilaisesta kenttäteorias-
ta tuttu staattinen avaruus vaihtuu dynaamiseksi universumiksi, joka voi laajentua
tai kontraktoitua ajan kuluessa, kun Minkowskilainen metriikka korvataan yleisel-
lä metriikalla. Tällä yksinkertaisella muutoksella on kuitenkin perustavanlaatuisia
seurauksia.
Eräs merkittävin näistä seurauksista on 50 vuotta sitten L. Parkerin löytämä
ilmiö, jossa universumin laajeneminen tuottaa hiukkaspareja vakuumista. Parke-
rin tutkimukset [30, 38, 39] keskittyivät hiukkastuottoon homogeenisissa isotroop-
pisissa FLRW-avaruuksissa. Hiukkastuoton mahdollisuuden lisäksi hän osoitti, et-
tä konformaalisesti invarianttien kenttien kohdalla massattomia hiukkaspareja ei
synny johtuen siitä, että FLRW-mallit ovat konformaalisesti litteitä. Myöhemmin
Y. Zel'dovich ja A. Starobinsky [40] tarkastelivat hiukkastuottoa laajemmin homo-
geenisissa malleissa ja havaitsivat, että konformaalisesti invariantteja massattomia
hiukkasia syntyy, kun anisotrooppisuus rikkoo FLRW-mallien konformaalisen sym-
metrian. Anisotrooppisissa malleissa tarkasteltu hiukkastuotto johtaa laajenemisen
isotrooppisoitumiseen ja tämä voi olla selitys sille miksi universumi nykypäivänä on
hyvin isotrooppinen [40, 41].
Ymmärtääksemme miten hiukkastuotto tapahtuu laajenevassa avaruudessa no-
jaudutaan Heisenbergin kuvaan, jossa aikariippuvuus on kentän operaattoreissa ti-
lavektorien pysyessä ajasta riippumattomana. Oletetaan, että ajanhetkellä t vapaan
kvantisoidun kentän tilavektori |0〉 kuvaa tilaa jossa ei ole hiukkasia eli vakuumia.
Minkälaista voi kvantisoidun kentän aikaevoluutio olla laajenemisen seurauksena si-
ten, että saman tilavektorin |0〉 löydetään myöhempänä ajanhetkenä t′ > t sisältävän
hiukkasia? Tämänlainen evoluutio vaatii ajanhetkellä t määriteltyjen hävitysope-
raattoreiden kehittyvän kentän hävitys- ja luomisoperaattoreiden lineaarikombinaa-
tioksi myöhäisemmällä ajanhetkellä t′, sillä muuten hävitysoperaattori annihiloisi
tämän vakuumin. Jotta hiukkastuottoa voisi tapahtua, pitää myöhemmän ajanhet-








Tämä lineaarimuunnos on esimerkki Bogoliubovin muunnoksista, joita tarkasteltiin
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kappaleessa 1.2.3. Mikäli positiiviset moodit voidaan separoida muodossa
uk(η,x) = e
ik·xχk(η), (4.2)
niin yhtälöistä (1.49), (1.54) ja (1.55) nähdään, että Bogoliubovin kertoimet toteut-
tavat yhtälöt
αkk′ = αkδkk′ , βkk′ = βkδ−kk′ , (4.3)
jolloin kentän moodit voidaan ilmaista muodossa
uink (x) = αku
out
k (x) + βku
out∗
−k (x), (4.4)
missä k = |k|, yläindeksi 'in' viittaa moodeihin asymptoottisessa menneisyydessä ja
yläindeksi 'out' puolestaan moodeihin asymptoottisessa tulevaisuudessa. Tästä muo-
dosta voidaan lukea Bogoliubovin kerroin βk, joka määrittää laajenemisen seurauk-
sesta syntyneiden hiukkasparien todennäköisyyden. Mikäli asymptoottisten alueiden
positiiviset moodit ovat samat nähdään välittömästi, että Bogoliubovin kerroin βk
on nolla. Tämänlainen tilanne syntyy esimerkiksi kappaleessa 2.2.2 tarkastellun de
Sitterin avaruuden ja Bunchin-Daviesin vakuumin kohdalla. Tällöin hiukkastuottoa
ei synny avaruuden laajenemisen seurauksena. Bogoliubovin kertoimien määrittä-
misessä oleellista on, että positiiviset moodit tunnetaan. Näiden moodien määrittä-
minen on kuitenkin yleisessä kaarevassa avaruudessa erittäin hankalaa.
Eräs tapa tutkia hiukkastuottoa on käsitellä universumimalleja, joissa avaruusa-
jan dynamiikka häviää asymptoottisessa menneisyydessä ja tulevaisuudessa. Valit-
semalla malli siten, että asymptoottisilla alueilla vakuumi ja positiiviset moodit
voidaan hyvin määrittää, voidaan tarkastella hiukkastuottoa universumin laajetessa
näiden kahden alueen välissä määrittämällä Bogoliubovin kerroin kaavan (4.4) mu-
kaan. Yksinkertaisin malli on universumi, joka on asymptoottisesti Minkowskilainen.
Tällöin positiiviset moodit redusoituvat tavallisiin tasoaaltoihin näillä asymptootti-
silla alueilla. Mikäli avaruusaika ei ole asymptoottisesti staattinen, voidaan käyttää
hyväksi adiabaattisia moodeja ja adiabaattista vakuumia positiivisten moodien mää-
rittämiseen. Koska hiukkastuottoa käsitellään Bogoliubovin muunnosten kautta, ei
hiukkasten vaikutusta metriikkaan oteta huomioon.
Seuraavaksi tarkastellaan hiukkastuottoa kahdessa erilaisessa avaruudellisesti lit-
teässä FLRW-mallissa, joista toinen on asymptoottisesti Minkowskilainen ja toinen
asymptoottisesti säteilyn dominoima. Koska FLRW-mallit ovat konformaalisesti lit-
teitä, voidaan niiden moodien avaruudelliset ja ajalliset komponentit separoida. Täl-
löin oleellisessa asemassa onkin ratkaista dierentiaaliyhtälö (2.38) funktiolle χk(η)
annetulla konformaalisella tekijällä C(η). Tämä johtaa usein jo yksinkertaisissa mal-
leissa monimutkaisiin dierentiaaliyhtälöihin ja erikoisfunktioihin.
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4.1 Asymptoottisesti Minkowskilainen malli
Tarkastellaan yksinkertaista eksaktisti ratkaistavaa kaksiulotteista mallia, jonka vii-
vaelementti on
ds2 = C(η)(dη2 − dx2) (4.5)
ja valitaan konformaaliseksi tekijäksi
C(η) = A+B tanh(ρη), −∞ < η <∞, (4.6)
missä A,B, ρ ∈ (0,∞). Tällöin asymptoottisilla alueilla
C(η) = A±B, η → ±∞. (4.7)
Tämä malli kuvaa universumia, joka on asymptoottisessa menneisyydessä Minkows-
kilainen, jonka jälkeen se laajenee päättyen jälleen Minkowskilaiseen avaruuteen
asymptoottisessa tulevaisuudessa. Tätä mallia käytti alunperin C. Bernard ja A.
Duncan vuonna 1977 tutkiessaan energiaimpulssitensorin regularisointia [42]. Ava-
ruusajan ollessa konformaalisesti staattinen, voidaan moodeista separoida avaruu-





Rajoitetaan mallia vielä valitsemalla konformaalinen kytkentä, joka kahdessa di-
mensiossa vastaa yhtälön (1.46) nojalla minimaalikytkentää. Sijoittamalla metriik-
ka (4.5) massiivisen skalaarikentän liikeyhtälöön konformaalisella kytkennällä ξ = 0
ja konformaalisella tekijällä (4.6) tulee funktion χk toteuttaa yhtälö
d2χk
dη2





[(1 + tanh(ρη)], (4.10)











(k2 + Am2 +Bm2)χk = 0. (4.11)































joka voidaan ratkaista hypergeometristen funktioiden avulla. Tarkastelemalla yhtä-
löä (4.13) huomataan, että sillä on singulaariset pisteet kohdissa u = 0 ja u = 1.
Nämä pisteet vastaavat juuri asymptoottisia arvoja η → −∞ ja η →∞ vastaavasti.
Asymptoottisen menneisyyden ratkaisut saadaan siis tarkastelemalla yhtälön (4.13)
ratkaisuja pisteen u = 0 ympäristössä. Tällöin ratkaisu on muotoa






































missä C1 ja C2 ovat vakioita ja 2F1 on hypergeometrinen funktio, joka määritellään
sarjana







, |z| < 1 (4.15)
missä
(q)n =
{ 1 n = 0
q(q + 1) · · · (1 + n− 1) n > 0.
(4.16)










































missä D1 ja D2 ovat vakioita. Tästä voidaan tunnistaa positiiviset ja negatiiviset
moodien ratkaisut. Käyttämällä vielä normointiehtoa (2.42), voidaan positiiviset

























Asymptoottisen tulevaisuuden moodit saadaan puolestaan ratkaisuna singulaarisen
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Käyttämällä hypergeometristen funktioiden lineaarisia muunnoksia [43]
2F1(a, b, ; c; z) = (1− z)c−a−b
Γ(c)Γ(a+ b− c)
Γ(a)Γ(b)




F1(a, b; a+ b− a+ 1; 1− z) (4.20)
ja
2F1(a, b; c; z) = (1− z)c−a−b2F1(c− a, c− b; c; z) (4.21)














































Γ(x)Γ(−x) = − π
x sin(πx)






Koska |βk|2 poikkeaa nollasta, voidaan tämä tulkita hiukkastuottona seurauksena
avaruuden laajenemisesta. Tarkastellaan vielä tilannetta, jossa massa m = 0. Täl-
löin yhtälöistä (4.12) nähdään, että ω− = 0, jolloin myöskin |βk|2 = 0. Tässä tapauk-
sessa hiukkastuottoa ei tapahdu. Tämä on yhdenmukaista Parkerin tulosten kanssa,
sillä konformaalisella kytkennällä ja massan ollessa nolla kenttä on invariantti kon-
formaalisissa muunnoksissa.
4.2 Asymptoottisesti säteilyn dominoima malli
Tarkastellaan neliulotteista FLRW-universumia, jonka viivaelementti on
ds2 = C(η)(dη2 − dx2 − dy2 − dz2), (4.25)
ja konformaaliseksi tekijäksi valitaan
C(η) = a2 + b2η2, −∞ < η <∞, (4.26)
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missä a, b ∈ (0,∞). Tämä kuvaa universumia joka ensin kutistuu kohti hetkeä
t = η = 0, jonka jälkeen se laajenee, kun η > 0. Tätä mallia käytti J. Audretsch
ja G. Schäfer tarkastellessaan hiukkastuottoa [44]. Tarkasteltaessa tämän universu-
min asymptoottisia alueita nähdään skaalatekijän a(t) olevan verrannollinen koordi-
naattiajan neliöjuureen a(t) ∝ t1/2, joten universumi lähestyy säteilyn dominoimaa














kaikilla l ≥ 0. Tällöin yhtälön (2.44) nojalla adiabaattisista approksimaatioista tulee
eksakteja, kaikki adiabaattisten kertalukujen ratkaisut antavat saman vastauksen
asymptoottisilla alueilla. Sijoittamalla nyt W (0)k = ωk(η) =
√
k2 +m2a2 +m2b2η2







2/2, η → ±∞. (4.28)
Positiivisten moodien tulee redusoitua asymptoottisilla alueilla näihin moodeihin.
Sijoittamalla metriikka (4.25) konformaalisella tekijällä (4.26) ja konformaalisella
kytkennällä skalaarikentän liikeyhtälöön tulee funktion χk(η) toteuttaa yhtälö
d2χ
dη2
+ (k2 +m2a2 + b2m2η2)χ = 0. (4.29)
Tekemällä muuttujanvaihto z = (i−1)
√















Yhtälön (4.30) ratkaisut voidaan kirjoittaa parabolisten sylinterifunktioiden Dc(z)
avulla muodossa
χk(η) = C1Dip−1/2((i− 1)
√
mbη) + C2D−ip−1/2((−1− i)
√
mbη), (4.32)
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voidaan tunnistaa positiivisten moodien ajasta riippuvat ratkaisut χink asymptoot-
tisessa menneisyydessä ja χoutk asymptoottisessa tulevaisuudessa. Käyttämällä nor-
mointiehtoa (2.42) saadaan ajasta riippuvien osien normoiduiksi positiivisiksi rat-
kaisuiksi































ja kirjoitetaan asymptoottisen menneisyyden positiiviset moodit uink asymptoottisen












) uoutk − ie−πpuout∗k , (4.38)





Bogoliubovin kertoimen poiketessa nollasta, universumin laajenemisen seurauksena







) = 0. (4.40)
Jälleen havaitaan, että hiukkastuottoa ei tapahdu massattomassa tapauksessa.
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5 Mustan aukon hiukkastuotto
Mustat aukot ovat eräitä yleisen suhteellisuusteorian mielenkiintoisimmista objek-
teista. Ne ovat eksoottisia, mutta syntyvät luonnollisella tavalla gravitaatiovuoro-
vaikutuksesta. Koska gravitaatio vaikuttaa avaruusajan geometriaan, voi materiaja-
kauman aiheuttama gravitaatiokenttä tulla niin voimakkaaksi, että se muuttaa itse
avaruusajan kausaalista rakennetta. Se voi tulla jopa niin voimakkaaksi, että edes
valo ei pysty karkaamaan tästä gravitaatiokentästä. Koska mikään ei pysty karkaa-
maan mustasta aukosta, se näyttäisi olevan vähiten lupaava paikka minkäänlaisen
hiukkastuoton etsimiseen. On kuitenkin olemassa klassinen ilmiö nimeltään superra-
dianssi [45, 46], jossa pyörivään mustaan aukkoon sopivassa moodissa saapuva aalto
siroaa mustasta aukosta alkuperäistä suuremmalla amplitudilla. Y. Zel'dovich esitti
artikkelissaan [45] hypoteesin, että tälle klassiselle ilmiölle olisi analoginen kvantti-
mekaaninen vastine. Tämä vastaisi spontaania parinmuodostusta Kerrin metriikas-
sa, jossa musta aukko absorboisi toisen hiukkasen toisen karatessa äärettömyyteen
vieden mukanaan osan mustan aukon pyörimisenergiasta ja pyörimismäärästä. Tä-
män ovat vahvistaneet A. Starobinsky [47] ja W. Unruh [48].
Kerrin mustan aukon kohdalla hiukkastuoton laskut tehtiin oletuksella, että ava-
ruusaikaa kuvasi stationaarinen mustan aukon ratkaisu. Unruhin tekemän analyysin
kohdalla ei kuitenkaan ollut ollenkaan selvää oliko kentän alkutilaksi valittu vakuumi
fysikaalinen [48]. Hieman myöhemmin S. Hawking käsitteli fysikaalisesti relevantim-
paa tapausta, jossa musta aukko syntyy gravitaatioluhistuman seurauksena. Näissä
tutkimuksissa [49, 50] Hawking löysi, että hiukkastuoton tulokset muuttuvat mer-
kittävästi, kun ei enää tarkastella stationaarista mustaa aukkoa. Hawking löysi, että
jopa Schwarzchildin mustan aukon kohdalla hiukkastuottoa tapahtuu myöhäisillä
ajanhetkillä ja näiden äärettömyyteen emittoituneiden hiukkasten spektri vastasi
mustan kappaleen säteilyä lämpötilalla T = κ/(2π), missä κ on mustan aukon pin-
tagravitaatio12.
Hawkingin tuloksella oli valtavat seuraukset. Muutamaa vuotta aikaisemmin J.
Bekenstein tutkiessaan mustan aukon entropiaa ehdotti mustan aukon lämpötilan
olevan verrannollinen sen pintagravitaatioon [51]. Hawking tuloksellaan näin vahvis-
ti tämän ehdotuksen sitoen yhteen mustien aukkojen fysiikan ja tavallisen termody-
namiikan. Seuraavaksi käydään läpi Hawkingin säteilyn johto seuraten Hawkingin
alkuperäispaperia [50].
12Staattisen Killingin horisontin pintagravitaatio κ on kiihtyvyys, joka tarvitaan pitämään ob-
jekti horisontilla.
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5.1 Hawkingin säteily
Tarkastellaan tilannetta jossa pallosymmetrinen massajakauma, esimerkiksi tähti,
luhistuu muodostaen mustan aukon. Tämän prosessin Penrosen diagrammi on an-
nettu kuvassa 5.1. Kaikkein yksinkertaisin tilanne syntyy tähden luhistuessa staat-
tiseksi varauksettomaksi mustaksi aukoksi. Tämänlaisen mustan aukon lopullista











dr2 − r2(dθ2 + sin2θ dϕ2), (5.1)
missä M on mustan aukon massa ja (r, θ, ϕ) tavalliset pallokoordinaatiston koordi-
naatit. Tällä metriikalla on singulariteetti pisteessä r = 0, sekä koordinaattisingula-










Kuva 5.1. Penrosen diagrammi, jossa luhistuva tähti muodostaa mustan aukon. Pis-
teet i+ ja i− ovat vastaavasti tulevaisuuden ja menneisyyden ajanluonteisia ääret-
tömyyksiä ja piste i0 puolestaan paikanluonteinen äärettömyys. Alueet J + ja J −
ovat tulevaisuuden ja menneisyyden valonluonteisten äärettömyyksien pinnat.
Tarkastellaan massatonta skalaarikenttää, jonka Kleinin-Gordonin yhtälö voi-
daan kirjoittaa muodossa





−g gµν∂νφ] = 0. (5.2)
Koska Riccin skalaari R on Schwarzschildin metriikalla nolla, ei kytkentätermiä ξR
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missä joukko {fi} muodostaa täydellisen joukon positiivisia moodeja toteuttaen or-
togonaalisuusehdon (1.49), kun Cauchyn pinnaksi valitaan menneisyyden valonluon-
teisen äärettömyyden pinta J −. Näiden moodien avulla voidaan määrittää vakuumi
asymptoottisessa menneisyydessä. Kentän kvantisointiin asymptoottisessa tulevai-
suudessa tulevaisuuden valonluonteisen äärettömyyden pinta J + ei yksistään riitä,
sillä se ei ole Cauchyn pinta. Esimerkiksi kausaaliset käyrät, jotka päätyvät sin-
gulariteettiin eivät koskaan saavu tälle pinnalle. Ottamalla mukaan tulevaisuuden
Cauchyn horisontti H+ muodostaa pinta H+∪ J + Cauchyn pinnan, joten kenttä













missä joukko {pi} muodostaa täydellisen joukon positiivisia moodeja pinnalla J +
jotka ovat puhtaasti horisontin suhteen poismeneviä, toisin sanoen ne ovat nolla
horisontilla H+. Joukko {qi} puolestaan muodostaa täydellisen joukon13 pinnalla













Positiiviset moodit saadaan ratkaisemalla Kleinin-Gordonin yhtälö annetulla
















∂2ϕφ = 0, (5.7)
missä h = 1 − 2M/r. Yllä olevan yhtälön (5.7) kaksi jälkimmäistä termiä ovat sa-
man muotoisia kuin litteän avaruuden Laplacen yhtälön kulmaosat, jonka ratkaisut
voidaan antaa palloharmonisten funktioiden Y m` avulla. Tällöin yhtälön (5.7) sepa-
roituva ratkaisu on muotoa
φ = ψ(r, t)Y m` (θ, ϕ). (5.8)









13Horisontilla H+ ei ole ajanluonteista Killingin vektoria, joten on epäselvää tulisiko näihin
moodeihin asettaa jonkinlainen positiivisuusehto. Näiden valinta ei kuitenkaan vaikuta itse laskuun.
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joka integroituna antaa niin sanotun kilpikonnakoordinaatin





Horisontilla r = 2M radiaalikoordinaatti r∗ ei ole määritelty. Määrittelemällä vie-














v(t, r∗) = 0, (5.12)
missä r saadaan implisiittisesti kaavasta (5.11). Koska etsitään positiivisia ratkai-
suja, voidaan olettaa harmoninen aikariippuvuus v(t, r∗) = R`ω(r∗)e−iωt. Tällöin
saadaan tavallinen dierentiaaliyhtälö
(∂2r∗ + ω













on nimeltään Reggen-Wheelerin potentiaalitermi [52]. Kleinin-Gordonin yhtälön (5.2)






∗)Y m` (θ, ϕ)e
−iωt, (5.15)















R`ω = 0. (5.16)
Tälle yhtälölle on erittäin hankalaa löytää ratkaisuja, mutta tutkimalla tarkemmin
potentiaalitermiä (5.14) voidaan tarkastella moodien käyttäytymistä. Lähellä aluei-
ta J ±, sekä horisontilla H+ potentiaalitermi (5.14) häviää muodostaen näin poten-
tiaalivallin. Reggen-Wheelerin potentiaalitermi radiaalikoordinaatin r funktiona on
annettu kuvassa 5.2.
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Kuva 5.2. Reggen-Wheelerin potentiaalitermi esitettynä muuttujan r funktiona, kun
` = 1 ja 2M = 1.
Kuvasta 5.2 nähdään, että potentiaalitermi (5.14) muodostaa potentiaalivallin. Jos
siis ajatellaan jotain radiaaliyhtälön (5.16) ratkaisua joka saapuu asymptoottisilta
alueilta J ±, niin osa siitä heijastuu takaisin potentiaalivallista ja osa menee läpi. Po-
sitiiviset moodit asymptoottisilla alueilla voidaan kuitenkin laskea, sillä näillä alueil-
la Reggen-Wheelerin potentiaalitermi häviää. Yhtälön (5.16) ratkaisut ovat tällöin
muotoa e±iωr
∗




e−iωvY m` (θ, ϕ) +
C2
r
e−iωuY m` (θ, ϕ), (5.17)
missä C1 ja C2 ovat vakioita ja u ja v ovat Kruskalin nollakoordinaatit{
u = t− r∗
v = t+ r∗,
(5.18)
jotka kuvaavat horisontin suhteen ulospäin meneviä (u) ja sisäänpäin tulevia (v)
aaltoja. Koska pääasiassa ollaan kiinnostuneita alueella J − sisäänpäin tulevista ja














e−iωuY m` (θ, ϕ). (5.20)
Jatkossa jätetään indeksit ` ja m kirjoittamatta notaation helpottamiseksi.
Bogoliubovin kertoimien määrittäminen mustan aukon hiukkastuoton kohdalla
on erittäin vaikeaa, sillä aaltoyhtälöllä ei ole Schwarzchildin metriikalla analyyttis-
tä ratkaisua. Mikäli eksaktit ratkaisut voitaisiin löytää, olisi mahdollista etsiä Bo-
goliubovin kertoimet analogiseen tapaan kuin kappaleen 4 hiukkastuoton kohdalla.
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Hawkingin mukaan Bogoliubovin kertoimet voidaan kuitenkin määrittää seuraaval-
la tavalla. Tutkitaan asymptoottisen tulevaisuuden moodia pω, joka kulkee ajassa
taaksepäin. Määrittämällä tämän moodin muoto alueella J −, voidaan Bogoliubovin
kertoimet laskea kaavoista





ω′ − f ∗ω′∂vpω) (5.21)
βωω′ = −〈pω|fω′〉 = i
∫
J−
dv r2dΩ(pω∂vfω′ − fω′∂vpω), (5.22)
missä dΩ on pallonpinnan kulmaosien tilavuusmitta ja yleisyyttä loukkaamatta
Cauchyn pinnaksi on valittu J −. Tarkasteltaessa hiukkastuottoa törmätään myös
toisenlaiseen ongelmaan. Alueella J + kokonaishiukkasmäärän odotusarvo




missä |0〉 on alueen J − vakuumitila, osoittautuu nimittäin äärettömäksi. Jokainen
alueen J + moodi sisältää äärettömän määrän hiukkasia. Luhistuva tähti tuottaa ta-
saisen säteilyvuon kohti aluetta J +, jonka vuoksi kokonaisvuo on ääretön. Suurem-
pi mielenkiinto kohdistuukin emittoituneeseen hiukkaslukumäärään aikayksikössä.
Tämä voidaan löytää lokalisoimalla moodit esimerkiksi käyttäen aaltopaketteja.
Kuvitellaan aaltopakettia, joka on keskittynyt taajuuden ω ympärille alueella
J +. Aaltopaketin edetessä taaksepäin alueelta J + kohti horisonttia osa siitä, 1−Γω,
heijastuu potentiaalitermin (5.14) johdosta saavuttaen alueen J − oleellisesti ilman
muutosta taajuuteen ω. Toinen osa, Γω, puolestaan päätyy luhistuvan kappaleen
sisälle, jossa muuttuvan gravitaatiokentän johdosta aaltopaketti päätyy alueelle J −
positiivisten ja negatiivisten moodien superpositiona. Aaltopaketti pω voidaan siis




ω , missä yläindeksi (1) viittaa heijastuneeseen




2) = 1 (5.24)













2 − |β(2)ωω′ |
2),
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missä αωω′ ja βωω′ ovat Bogoliubovin kertoimet. Hiukkastuoton kannalta oleellista on
ajasta riippuvan gravitaatiokentän muutos, joten luhistuvan kappaleen läpi mennyt
osa p(2)ω on se aaltopaketin osa, joka antaa mielenkiintoisia tuloksia.
Hawkingin säteilyä tutkittaessa ollaan kiinnostuneita myöhäisistä ajanhetkistä,
jolloin koordinaatti u on suuri. Kruskalin nollakoordinaatti u kasvaa rajatta lähes-
tyttäessä tapahtumahorisonttia, jolloin gravitaation aiheuttaman sinisiirtymän seu-
rauksena ratkaisun p(2)ω vakiovaiheen pinnat kasaantuvat lähelle tapahtumahorisont-
tia. Tämän seurauksena voidaan tehdä helpottava yksinkertaistus ja olettaa, että
aalto kulkee luhistuvan materian läpi käyttäen eikonaaliapproksimaatiota. Tämän
approksimaation mukaan p(2)ω on muotoa
p(2)ω ≈ A(x)eiS(x), (5.26)
missä funktio A(x) on hitaasti muuttuva funktio verrattuna funktioon S(x). Eiko-
naaliapproksimaatiossa aaltojen eteneminen on oleellisesti annettu niiden vaiheen
etenemisellä [53]. Sijoittamalla approksimaatio (5.26) Kleinin-Gordonin yhtälöön
saadaan ∇µS∇µS ≈ 0, sillä ∇A ≈ 0. Tämä tarkoittaa, että vakiovaiheen pinnat
ovat valonluonteisia, joten annetun aallon vakiovaiheen pintoja voidaan jäljittää















Kuva 5.3. Penrosen diagrammi, jossa luhistuva tähti muodostaa mustan aukon.
Moodin p(2)ω muotoa alueella J − voidaan arvioida seuraavalla tavalla. Kuvitel-
laan moodin p(2)ω liikkuvan ajassa taaksepäin alueelta J + pitkin valonluonteista
geodeesia γ kuten kuvassa 5.3, joka alkaa pisteestä u = u1 ja päätyy alueelle J −
pisteeseen v = v1. Oletetaan geodeesin γ kulkevan hyvin läheltä geodeesia γH , missä
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γH alkaa pisteestä v = v0 ja on viimeinen valonluonteinen geodeesi, joka pääsee alu-
eelle J +. Myöhempänä ajanhetkenä v > v0 lähteneet geodeesit päätyvät mustaan
aukkoon eivätkä koskaan rekisteröidy alueella J +. Olkoon nµ tapahtumahorisonttia
H+ vastaan tulevan valonluonteisen geodeesin tangenttivektori joka on normalisoitu
siten, että nµlµ = 1, missä lµ on horisontin tangenttivektori. Geodeesi γ on tällöin
yhdistetty horisonttiin H+ sekä pisteeseen v = v0 poikkeamavektorilla −εnµ, missä
ε > 0. Jotta löydetään aaltopaketin p(2)ω muoto alueella J −, tulee tutkia sitä mi-
ten geodeesien γ ja γH välinen aini etäisyys muuttuu vektoria nµ pitkin kunnes
saavutaan alueelle J −.
Olkoon xµ(λ) valonluonteinen geodeesi, joka tulee kohti horisonttia ja olkoon pµ
sen tangenttivektori. Koska vektori pµ on yhdensuuntainen vektorin nµ kanssa, niin
pµ = Dnµ, (5.27)




missä on merkitty C = 4M ja κ on pintagravitaatio, joka on Schwarzchildin mustalle
aukolle κ = (4M)−1. Lähellä horisonttia Kruskalin koordinaatit (5.28) ovat aineja
parametreja [53], joten aini parametri λ on koordinaatin u avulla lausuttuna
λ = −Ce−κu. (5.29)
Horisontilla H+ aini parametri saa arvon λ = 0. Toisin kuin Kruskalin nollakoordi-
naatti u, aini parametri λ on hyvä koordinaatti lähellä horisonttia H+, joten poik-
keamavektori yhdistää valonluonteiset geodeesit γH ja γ. Horisontin pisteessä λ = 0
ja geodeesin γ pisteessä λ, missä λ < 0. Kruskalin koordinaatit (5.28) muodostavat
horisontin lähellä eräänlaisen normaalikoordinaatiston [53], joten konnektiotermit








λpµ = xµ(λ)− xµ(0) = −εnµ. (5.31)
Yhtälöiden (5.27) ja (5.31) avulla saadaan relaatio
ε = −Dλ. (5.32)
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Seuraavaksi jäljitetään geodeesi γ koko matka takaisin alueelle J −. Koska tämä
alue on melkein Minkowskilainen, saadaan geodeesien v0 ja v väliseksi erotukseksi
yhtälöitä (5.29) ja (5.32) käyttämällä
v0 − v = ε = −Dλ = −CDe−κu. (5.33)








mikä antaa koordinaatin u muodon alueella J −. Asymptoottisen tulevaisuuden J +














Y m` (θ, ϕ), (5.35)
Arvoilla v > v0 ratkaisu p
(2)
ω häviää, sillä tässä tapauksessa sen olisi pitänyt tulla
horisontin läpi päästäkseen alueelle J +.















ω |fω′〉 = i
∫
J−
dv r2dΩ(p(2)ω ∂vfω′ − fω′∂vp(2)ω ). (5.37)















dv r2dΩ p(2)ω ∂vfω′ . (5.39)
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Yhtälön (5.42) integraali ei kuitenkaan suppene itseisesti. Integraalin eksponent-
tiin voidaan kuitenkin asettaa innitesimaalinen negatiivinen reaaliosa −ε, jolloin
integraali suppenee. Käyttäen nyt kaavaa∫ ∞
0





















′v0(−iω′ + ε)−1−iω/κΓ(1 + iω/κ). (5.46)
Tästä huomataan myös, että β(2)ωω′ = −iα
(2)
ω(−ω′). Käyttämällä vielä kaavaa










|α(2)ωω′ | = e
πω/κ|β(2)ωω′ |. (5.49)


























Yhtälössä (5.51) esiintyvä taajuudesta riippuva sirontakerroin Γω otettiin mukaan
aaltopakettien yhteydessä. Tarkkaan ottaen yhtälön (5.51) jakauma ei ole tällöin
Planckin jakauma. Sitä voidaan kuitenkin pitää termaalisena ajateltaessa sitä seu-
raavalla tavalla. Mikäli musta aukko olisi ympäristössä, jonka lämpötilan antaa yh-
tälö (5.52), niin sama osa 1 − Γω sisäänpäin menevästä säteilystä heijastuu takai-
sin kuin mitä poistuu ulospäin menevästä säteilystä. Täten musta aukko absorboi
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vain osan Γω sisäänpäin tulevasta säteilystä. Tästä seuraa, että emissio ja absorptio
moodia kohtaan on riippumaton kertoimesta Γω ja identtinen mustalle kappaleelle.
Hawking käsitteli paperissaan myös fermioneja, joille pätee antikommutaatiore-





2 + |β(2)ωω′ |
2). (5.53)
Itse laskut voidaan suorittaa analogiseen tapaan, jolloin massattomien fermionien





Tämä tulos on juuri se, mikä oli odotettavissa hiukkasilta jotka noudattavat Fer-
min statistiikkaa. Mikäli luhistuva kappale olisi pyörivässä liikkeessä ja varattu,
ei lopullista stationaarista tilaa kuvaisi enää Schwarzchildin ratkaisu, vaan Kerrin-
Newmanin ratkaisu, jota kuvaa massa M , kiertoimpulssi J sekä varaus Q. Suoritta-





missä Ω on horisontin kulmanopeus, m on hiukkasten pyörimismäärän kvanttiluku
ja ± vastaa fermionisia/bosonisia hiukkasia vastaavasti. Tämän seurauksena posi-
tiivisen pyörimismäärän m omaavien hiukkasten emissionopeus on suurempi kuin
saman kvanttiluvun ` ja taajuuden ω omaavien hiukkasten, joilla on negatiivinen
pyörimismäärä −m. Hiukkastuoton seurauksena mustan aukon pyörimisnopeus siis
vähenee.
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6 Hiukkastuotto varhaisessa maailmankaikkeudessa
Universumimme täydellinen evoluutio on vieläkin suuri mysteeri ja kenties eräs kos-
mologian mielenkiintoisimmista aiheista. Standardikosmologian mukaan universu-
mimme sai alkunsa alkuräjähdyksestä noin 13,8 miljardia vuotta sitten. Hyvin no-
peasti tämän jälkeen universumi koki todennäköisesti erittäin nopean kiihtyvän vai-
heen nimeltään inaatio [54, 55]. Inaation jälkeen universumi oli jonkin aikaa sä-
teilyn dominoima, kunnes säteilyn ja materian energiatiheydet saavuttivat tasapai-
non ja universumi siirtyi materian dominoimaan aikakauteen. Nykyisten havaintojen
perusteella universumimme laajenee tällä hetkellä myös kiihtyvään tahtiin [56]. Tä-
mä on tavanomainen esitys. On kuitenkin olemassa eräs toinen mahdollisuus, jota
ei yleensä tavanomaisessa esityksessä käsitellä, mutta joka on lähiaikoina saavutta-
nut suurta mielenkiintoa. Tämä mahdollisuus on jäykän materian14dominoima ai-
kakausi, joka asettuu ennen säteilyn dominoimaa aikakautta aivan universumimme
alkuhetkille [57, 58].
Varhaisen maailmankaikkeuden jäykän materian aikakausi esiintyi ensimmäistä
kertaa Y. Zel'dovichin kosmologisessa mallissa, jossa varhaisen universumin olete-
taan koostuvan kylmästä baryonikaasusta [59]. Zel'dovichin tavoitteena oli tutkia
mitä kosmologisia implikaatioita oli tilanyhtälöllä, jolle äänen nopeus vastaa valon
nopeutta. Ideaaliuidin tilanyhtälö jäykälle materialle on muotoa p = ρ, missä p on
uidin paine ja ρ sen energiatiheys. Tämänlaisen uidin skaalatekijä on verrannol-
linen koordinaattiajan kuutiojuureen a(t) ∝ t1/3 ja Friedmannin yhtälö puolestaan
implikoi, että sen energiatiheys ρ on verrannollinen skaalatekijään kuten ρ ∝ a(t)−6.
Jäykkä materia esiintyy myös relativististen skalaarikenttien kohdalla sillä ska-
laarikenttä käyttäytyy kuten jäykkä uidi, kun sen kineettinen energia dominoi sen
potentiaalienergiaa. Kirjallisuudessa esiintyykin useita ehdotuksia missä kosminen
inaatio loppuu inatonikentän siirtyessä jaksoon, jossa sen kineettinen energia do-
minoi [60, 61]. Tässä luvussa tutkitaan hiukkastuottoa jäykän materian dominoi-
massa universumissa.
6.1 Hiukkastuotto jäykän materian dominoimassa universu-
missa
Tarkastellaan neliulotteista FLRW-universumia, jonka viivaelementti on
ds2 = C(η)(dη2 − dx2 − dy2 − dz2). (6.1)
14Englanniksi "sti matter".
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Valitaan konformaaliseksi tekijäksi
C(η) = b2η, 0 ≤ η <∞, (6.2)
missä b on positiivinen vakio, joka kontrolloi universumin laajenemisnopeutta. Kun





missä ηc on mallin karakteristinen aika, saadaan relaatio ηc = 1/b2. Konformaalisel-
la tekijällä (6.2) skaalatekijä a(t) on verrannollinen koordinaattiajan kuutiojuureen
a(t) ∝ t1/3, joten malli vastaa jäykän materian dominoimaa universumia. Asymp-












kaikilla l ≥ 0. Adiabaattiset approksimaatiot ovat jälleen eksakteja. Sijoittamalla
nyt W (0)k = ωk(η) =
√











Asymptoottisen tulevaisuuden positiiviset moodit voidaan tunnistaa moodeina, jot-
ka redusoituvat näiksi moodeiksi. Metriikka (6.1) sijoitettuna skalaarikentän liikeyh-
tälöön konformaalisella tekijällä (6.2) ja konformaalisella kytkennällä antaa yhtälön
d2χk
dη2
+ (k2 + b2m2η)χk = 0. (6.6)










missä C1 ja C2 ovat vakioita, jotka määritetään Wronskin determinantin (2.42) avul-
































15Airyn funktioista ja niiden ominaisuuksista löytyy enemmän esimerkiksi teoksesta [62].
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x3/2 , | arg x| < π/3, (6.10)













Tarkastelemalla yhtälön (6.6) ratkaisuja lähellä pistettä η = 0 saadaan puolestaan





Bogoliubovin muunnosten avulla voidaan asymptoottisen tulevaisuuden moodi χoutk






Pitämällä kertoimia αk ja βk vakiona ja derivoimalla yhtälöä (6.13) konformaalisen
ajan suhteen, voidaan syntyvästä yhtälöparista ratkaista kertoimet αk ja βk. Tällöin





























missä Ai′ ja Bi′ ovat Airyn funktioiden derivaatat ja missä on merkitty z = bm.
Yhtälö (6.14) antaa moodissa k syntyneiden hiukkasten todennäköisyyden hetkeen


























Hiukkastuottoa voidaan tarkastella tutkimalla funktion (6.14) kuvaajaa eri para-
metrien arvoilla ajan kasvaessa. Tämä on tehty kuvassa 6.1.





































Kuva 6.1. Hiukkastuotto parametrin b ollessa b = 1
√
GeV, kun a) massa saa eri
arvoja liikemäärän ollessa k=1 GeV ja b) massan ollessa m=1 GeV liikemäärä saa
eri arvoja.
Tarkastelemalla kuvaajia 6.1 a) ja b) huomataan, että hiukkastuotto kasvaa voimak-
kaasti massan kasvaessa tai liikemäärän k pienentyessä. Tarkastellaan vielä paramet-
rin b vaikutusta hiukkastuottoon sekä itse hiukkastuottoa, kun samaan kuvaajaan



















m = 1, k = 1
m = 5, k = 1
m = 1, k = 2
m = 5, k = 2
b)














Kuva 6.2. Hiukkastuotto a) parametrin b saadessa eri arvoja, kun massa ja liikemäärä




Kuvan 6.2 a) mukaan parametrin b kasvaessa myös hiukkastuotto kasvaa. Kuvan
6.2 b) perusteella voidaan puolestaan tehdä havainto, että jäykän materian domi-
noimassa universumissa laajenemisen seurauksena hiukkastuotto on voimakkainta
suuren massan omaavalla kentällä liikemäärän ollessa pieni. Syntyneiden hiukkasten


















k2 + z2η̃ ja tekijä (C(η0)/C(η̃))3/2 kuvaa syntyneiden, tässä tapauk-
sessa epärelativististen, hiukkasten dilutaatiota avaruuden laajenemisen seuraukse-
na. Koska hiukkastuotto on keskittynyt pääasiassa erittäin massiivisille ja pienen
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liikemäärän omaaville hiukkasille, voidaan approksimoida ωk(η̃) ≈ z
√
η̃. Tämän ap-











jossa on huomioitu myös dilutaatio. Tämä on tehty alla olevassa kuvassa 6.3.















−20 GeV−1 ja η = 10−7 GeV−1.
Tällöin kuvasta 6.3 nähdään hiukkastuoton keskittyvän liikemäärälle k, jotka ovat
massaa pienempiä. Tällä approksimaatiolla integraali (6.16) voidaan suorittaa si-








−z2/3η0Ai(−z2/3η0)2 + z2/3ηAi(−z2/3η)2 − Ai′(−z2/3η0)2




Ottamalla yhtälöstä (6.18) raja-arvo η → ∞ nähdään, että syntyneiden hiukkas-
ten energiatiheys kasvaa rajatta. Avaruuden laajenemisen seurauksena syntyneiden
hiukkasten syntymisnopeus näin ollen ylittää laajenemisesta seuraavan dilutaation.
6.2 Energiatiheys ja lämpötila
Syntyvien hiukkasten energiatiheys siis kasvaa, joten niiden energiatiheys jossain
vaiheessa ylittää taustalla olevan jäykän materian energiatiheyden, joka puolestaan
vähenee avaruuden laajentuessa. Seuraavaksi tarkastellaan ajanhetkeä, jolloin nä-
mä kaksi energiatiheyttä ovat yhtäsuuria. Universumin kokonaisenergiatiheyden ja
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Rg00 = −8πGN(ρstiff + ρcp), (6.19)
missä ρstiff on taustalla olevan jäykän materian energiatiheys ja ρcp on syntyneiden
hiukkasten energiatiheys. Aivan alkuhetkillä hiukkastuotto on pientä, jolloin jäy-
kän materian energiatiheyden voidaan olettaa dominoivan. Tällöin yhtälöstä (6.19)
voidaan syntyneiden hiukkasten energiatiheys ρcp unohtaa ja jäykän materian ener-




Rg00 = −8πGNρstiff . (6.20)














Sijoittamalla skaalatekijä a(η) = b
√
η yhtälöön (6.22), saadaan jäykän materian





Intuitiivisemman käsityksen saamiseksi ilmaistaan energiatiheydet koordinaattiajan






joten sijoittamalla tähän konformaalinen tekijä C(η) = b2η saadaan koordinaattia-




































































































16Tässä alaluvussa kirjoitetaan gravitaatiovakio GN eksplisiittisesti näkyviin.
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Oletetaan seuraavaksi, että skalaarikenttä kytkeytyy standardimallin hiukkasiin.
Olettaen lisäksi, että syntyneet hiukkaset hajoavat ja termalisoituvat erittäin no-
peasti17 saavuttaen termisen tasapainon hetkellä teq, voidaan energiatiheydet (6.27)
ja (6.26) asettaa yhtäsuuriksi ja laskea lämpötila kyseisellä hetkellä. Hiukkaset ha-





missä g∗ = 78gF + gB on efektiivinen vapausaste, joka koostuu bosonien ja fermio-
nien vapausasteista gB ja gF . Tämän avulla saadaan karkeasti arvioitua termisessä
tasapainossa olevien hiukkasten lämpötilalle yläraja, joka on noin
T ≈ ρ1/4. (6.29)
Johtuen syntyneiden hiukkasten energiatiheyden kaavassa (6.27) esiintyvistä Ai-
ryn funktioista, aikaa t ei voida eksplisiittisesti ratkaista asettamalla yhtälöitä (6.27)
ja (6.26) yhtäsuuriksi. Aika t voidaan kuitenkin laskea numeerisesti. Tällöin joudu-
taan kiinnittämään alkuarvot kolmelle eri parametrille: massalle m, parametrille b,
sekä alkuhetkelle t0. Alkuhetkeksi on luonnollista valita Planckin aika tpl, sillä tä-
tä pienempinä ajanhetkinä gravitaation kvanttivaikutuksia ei voida enää sivuuttaa.






Kiinnittämällä alkuhetki hetkeen t0 = tpl ≈ 5,39×10−44 s, voidaan energiatiheyksien
leikkauspiste laskea antamalla massalle ja parametrille b eri arvoja. Alla olevassa
kuvassa 6.4 on esitetty energiatiheydet ρstiff(t) ja ρcp(t).
ρcp
ρstiff












Kuva 6.4. Energiatiheydet ρstiff ja ρcp, kun m = 108 GeV ja b = 1010
√
GeV.
17Tässä ei oteta huomioon hajoamisnopeuksia.
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KäyttäenMathematica-ohjelmaa voidaan laskea aika teq, jolloin energiatiheydet (6.26)
ja (6.27) ovat yhtäsuuret. Taulukoissa 6.1, 6.2 ja 6.3 on laskettu aika teq eri massan
ja parametrin b arvoilla, sekä annettu sitä vastaava karakteristinen aika tc. Lisäksi
on taulukoitu tällä hetkellä oleva energiatiheyden arvo ρ(teq), sekä lämpötila Teq.
Taulukko 6.1. Energiatiheys ja lämpötila hetkellä teq, kun b = 1
√
GeV ja karakte-
ristinen aika tc = 6,58× 10−25 s.
m [GeV] teq [s] ρ(teq) [GeV
4] Teq [GeV]
1,00× 102 9,26× 10−4 9,98× 10−7 3,16× 10−2
1,00× 104 3,45× 10−7 7,19× 100 1,64× 100
1,00× 106 1,29× 10−10 5,17× 107 8,48× 101
1,00× 108 4,80× 10−14 3,72× 1014 4,39× 103
1,00× 1010 1,79× 10−17 2,68× 1021 2,27× 105
1,00× 1012 6,66× 10−21 1,93× 1028 1,18× 107
Taulukko 6.2. Energiatiheys ja lämpötila hetkellä teq, kun b = 1010
√
GeV ja karak-
teristinen aika tc = 6,58× 10−45 s.
m [GeV] teq [s] ρ(teq) [GeV
4] Teq [GeV]
1,00× 102 3,45× 10−15 1,03× 1017 1,79× 104
1,00× 104 1,29× 10−18 5,45× 1023 8,48× 105
1,00× 106 4,80× 10−22 3,72× 1030 4,39× 107
1,00× 108 1,79× 10−25 2,68× 1037 2,27× 109
1,00× 1010 6,67× 10−29 1,92× 1044 1,18× 1011
1,00× 1012 2,50× 10−32 1,37× 1051 6,09× 1012
Taulukko 6.3. Energiatiheys ja lämpötila hetkellä teq, kun b = 1026
√
GeV ja karak-
teristinen aika tc = 6,58× 10−77 s.
m [GeV] teq [s] ρ(teq) [GeV
4] Teq [GeV]
1,00× 102 1,23× 10−32 5,68× 1051 8,68× 1012
1,00× 104 6,90× 10−36 1,80× 1058 3,66× 1014
1,00× 106 3,88× 10−39 5,68× 1064 1,54× 1016
1,00× 108 2,25× 10−42 1,68× 1071 6,41× 1017
1,00× 1010 5,39× 10−44 2,94× 1074 4,14× 1018
1,00× 1012 5,39× 10−44 2,94× 1074 4,14× 1018
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Näistä tuloksista havaitaan, että parametria b kontrolloimalla voidaan lämpöti-
laa ja energiatiheyttä nostaa siirtäen samalla aikaa teq lähemmäksi alkupistettä tpl.
Malli ei ole kuitenkaan erityisen herkkä pienille parametrin b arvojen vaihteluille
sillä sen pienet muutokset eivät radikaalisti muuta energiatiheyttä. Toisaalta nos-
tamalla tätä parametria tarpeeksi suureksi saavuttavat varsinkin raskaat hiukkaset
tasapainon lähes välittömästi syntymänsä jälkeen. Tämän ilmiön huomaa esimer-
kiksi taulukosta 6.3. Lämpötilaa tarkasteltaessa huomataan puolestaan, että pienillä
parametrin b arvoilla kevyemmät hiukkaset eivät saavuta edes sähköheikon faasit-
ransition vaatimaa lämpötilaa, joka on noin 100 GeV. Mielellään lämpötila saisi olla
tätäkin suurempi, vähintäänkin suuruusluokkaa 1 TeV. Parametrin b ollessa pieni,
näihin lämpötiloihin pääsee vain kaikkein massiivisimmat hiukkaset.
Nämä ovat luonnollisia tuloksia, sillä avaruuden laajenemisesta johtuva dilutaa-
tio pienentää energiatiheyttä, ja tämän myötä lämpötilaa, ajan kuluessa. Mitä vä-
hemmän aikaa on kulunut sitä vähemmälle jää tämä dilutaation merkitys. Koska
hiukkastuotto on erittäin voimakasta massiivisten hiukkasten kohdalla, on myöskin
luonnollista odottaa niiden energiatiheyden olevan huomattavasti suurempi ja näin
ollen saavuttavan tasapainon kevyempiä hiukkasia nopeammin.
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7 Loppupäätelmät
Tämän tutkielman päätavoitteena on ollut avaruuden laajenemisesta seuraava hiuk-
kastuotto. Luvussa 1 aloitettiin kenttien kvantisoinnilla Minkowskin avaruudessa,
jonka jälkeen siirryttiin kaarevaan avaruuteen. Hiukkasen ja vakuumin määrittämi-
sen problematiikkaan paneuduttiin luvussa 2 ja energiaimpulssitensorin renormali-
sointiin luvussa 3. Itse hiukkastuottoon päästiin luvussa 4 ja Hawkingin säteilyä ja
mustan aukon hiukkastuottoa tarkasteltiin luvussa 5. Luvussa 6 tutkittiin hiukkas-
tuottoa esittelemällä malli, joka kuvaa jäykän materian dominoimaa universumia.
Hiukkasen määrittämisen ongelmaan on esitetty vastauksena hiukkasdetektorei-
ta. Hiukkanen on jotain, jonka detektori havaitsee. Yleensä hiukkasdetektoreita tar-
kastellessa käytetään lineaarista kytkentää detektorin ja kentän välillä. Tämä ei
kuitenkaan ole ainoa mahdollinen vaihtoehto sillä myöskin epälineaarisia kytkentö-
jä voidaan käyttää. Tällöin saattaa tulla esiin uusia regularisointiongelmia. Ehkä
suurimpana käsitteellisenä haasteena detektorimalleissa on hiukkanen itse. Kaare-
van avaruuden kvanttikenttäteorian merkittävin piirre on hiukkastuotto laajenevas-
sa avaruudessa, jossa hiukkanen syntyy muuttuvan gravitaatiokentän seurauksena.
Hiukkasdetektorien kohdalla voidaankin kysyä onko detektorin havaitsema hiukka-
nen samantyyppinen kuin itse gravitaatiokentästä syntyvä hiukkanen? Tähän erit-
täin syvälliseen kysymykseen on hankala löytää vastausta.
Kaarevassa avaruudessa positiivisten moodien yksikäsitteisyyden puuttuminen
johtaa vakuumin yksikäsitteisyyden menettämiseen. Vakuumin määrittämisen koh-
dalla oleellisinta on pystyä tunnistamaan positiiviset moodit. Tämä voidaan hel-
posti tehdä, mikäli avaruusaika on jossain vaiheessa tai alueessa staattinen. Tällöin
positiiviset moodit vastaavat Minkowskin moodeja. Muussa tapauksessa voidaan
FLRW-universumien kohdalla esittää ratkaisuna tähän ongelmaan adiabaattista va-
kuumia, jossa positiiviset moodit määritellään WKB-approksimaation kautta. Va-
kuumin määrittäminen on hiukkastuoton tutkimisen kannalta oleellista, jotta voi-
daan vertailla vakuumitiloja ennen ja jälkeen avaruuden laajenemisen.
Juuri vakuumitilan hämäryys johtaa kaarevassa avaruudessa hiukkastuottoon
ja vakuumin valinnan vaikeuden takia joudutaan usein hiukkastuottoa tutkittaessa
käyttämään erittäin idealisoituja malleja, ehkä jopa hieman epäfysikaalisiakin. Kun
vakuumin valinnassa käytetään WKB-approksimaatiota, vaaditaan avaruusajan ole-
van hitaasti muuttuva. Tämän vuoksi joudutaan usein täydentämään avaruus sen
'peiliavaruudella' läpi singulariteetin. Oman lisänsä tuo vielä positiivisen moodin ai-
kakomponentin dierentiaaliyhtälön ratkaisu, jolle ei välttämättä löydy montaakaan
eksaktia ratkaisua. Tästä syystä hiukkastuoton mallit ovat harvassa.
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Oman tutkimuksen osiossa tutkittiin hiukkastuottoa jäykän materian dominoi-
massa universumissa. Havaittiin, että tällöin avaruuden laajenemisen seurauksena
hiukkastuotto on voimakkainta suuren massan omaavalla kentällä liikemäärän olles-
sa pieni. Laskemalla jäykän materian ja syntyneiden hiukkasten energiatiheydet sekä
asettamalla ne yhtäsuuriksi, pystyttiin myös laskemaan aika jolloin nämä energiati-
heydet olivat yhtäsuuria, sekä lämpötila kyseisellä hetkellä. Lämpötilan laskemisessa
ei otettu huomioon hiukkasten hajoamisnopeutta, joten saatu lämpötila antaa vain
ylärajan. Tämä asia huomioon ottaen todellinen lämpötila saattaa olla hieman tai
jopa paljon alhaisempi, kuin laskettu lämpötila. Annetut suureet on laskettu numee-
risesti, jolloin tavallisesti esiintyy virheitä annetuissa arvoissa. Nämä virheet kohdis-
tuvat kuitenkin suureiden suuruusluokkien kertoimiin, eivätkä näin ollen oleellisesti
muuta annettujen arvojen suuruusluokkia.
Parametrin b vaikutus energiatiheyteen ja lämpötilaan on huomattava, vaikka
malli ei kuitenkaan ole erityisen herkkä sen pienille vaihteluille. Tulosten perusteel-
la voidaankin todeta, että liian pieni parametrin b arvo ei tuota tarpeeksi korkeita
esimerkiksi sähköheikon faasitransition vaatimia lämpötiloja. Varsinkaan, kun pu-
hutaan kevyemmistä hiukkasista. Parametrin b avulla saadaan myös laskettua sys-
teemin karakteristinen aika tc, joka kuvaa jossain mielessä aikaväliä, jossa voidaan
havaita systeemin kokemia muutoksia. Tulosten mukaan arvoa b = 109
√
GeV vas-
taava karakteristinen aika tc vastaisi noin Planckin aikaa tpl. Tämän perusteella voisi
tulla mieleen antaa parametrille b arvolle jonkinlainen yläraja. Fysiikkaa Planckin
aikaan tai sitä pienemmillä ajanhetkillä ei kuitenkaan tunneta. Erilaisia teorioita,
kuten säieteoria, on esitetty kuvaamaan tätä erittäin pienen skaalan fysiikkaa. Ka-
rakteristinen aika voi näin ollen olla myös huomattavasti pienempi kuin Planckin
aika.
Uskoisin luvussa 6 esitetyn mallin soveltuvan myös inaation jälkeiseen univer-
sumin uudelleenlämpeämisen tutkimiseen, missä inatonikentän kineettinen ener-
gia dominoi ja materia syntyy gravitaatiokentän muutoksesta. Tällöin tulee ottaa
huomioon myös hiukkasten hajoamisnopeudet lämpötilaa laskettaessa. Ongelman
mallin soveltamisesta tähän tilanteeseen luo energiatiheyden alkupisteen kiinnittä-
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A TETRADIFORMALISMI A-1
A Tetradiformalismi
Tetradiformalismia tarvitaan spinorikenttien kvantisoinnissa kaarevassa avaruudes-
sa. Tässä liitteessä käydään läpi formalismin perusteet, sekä johdetaan muutamia
tuloksia. Perusteellisempi katsaus löytyy esimerkiksi teoksesta [64]. Seuraavassa ra-
joitutaan neljään dimensioon.
Ekvivalenssiperiaatteen mukaan jokaiseen moniston (M, g) pisteeseen X voidaan
konstruoida lokaalinen inertiaalikoordinaatisto ξαX . Metrisen tensorin muuntumis-


















Tässä indeksi α viittaa lokaaliseen inertiaalikoordinaatistoon ja indeksi µ puoles-
taan yleisiin koordinaatteihin xµ. Jatkossa kreikkalaisten aakkosten alkupäänkirjai-
met viittaavat ensimmäiseen ja loppupään puolestaan jälkimmäiseen. Inertiaalikoor-
dinaatiston ollessa kiinnitetty voidaan vaihtaa mielivaltaisesta koordinaatistosta xµ
koordinaatistoon x′µ. Tällöin osittaisderivaatat V αµ muuntuvat kuten kovariantti
vektori
V αµ → V ′αµ =
∂xν
∂x′µ
V αν . (A.3)
Osittaisderivaatat V αµ muuntuvat siis kuten neljä kovarianttia vektorikenttää. Näi-
tä neljää vektoria kutsutaan tetradeiksi tai vierbeineiksi. Tetradin avulla voidaan
annetun kontravariantin vektorin Aµ(x) komponentit esittää koordinaatistossa ξαx ,
joka on inertiaalinen kyseisessä pisteessä. Tämä saadaan kontraktiolla
Aα ≡ V αµAµ. (A.4)
Kontraktio muuttaa tyypin (k, l)-tensorin tyypin (k − 1, l − 1)-tensoriksi, joten yl-
läoleva tyypin (1, 0)-tensori muuttuu tyypin (0, 0)-tensoriksi, eli skalaariksi. Sama
voidaan tehdä myös yleisillä tensorikentillä. Esimerkiksi tyypin (1, 1)-tensorikenttä
voidaan kontraktoida skalaariksi:
Bαβ ≡ V αµVβνBµν . (A.5)
A TETRADIFORMALISMI A-2
Tässä tetradi Vβν saadaan laskemalla indeksi β Minkowskin tensorilla ja nostamalla
indeksi ν metrisellä tensorilla
Vβ
ν ≡ ηαβgµνV αµ. (A.6)
Yhtälön (A.1) mukaan tämä on vain tetradin käänteistetradi, nimittäin
Vβ
µV βν = ηαβg
γµV αγVν





µ = δαβ. (A.8)











βηγδ = ηαβ. (A.9)
Tetradiformalismin avulla voidaan siis jokainen tensorikenttä muuttaa joukoksi
skalaareita ja Lagrangen tiheys voidaan muodostaa käyttämällä näitä skalaareita.
Näin myös spinorikenttää voidaan kaarevassa avaruudessa käsitellä ilman ongelmia.
Jokainen fysikaalisesti järkevä vaikutus sisältää fysikaalisten suureiden derivaat-
toja [64]. Täten tetrad-kenttää tarvitaan vaikutuksessa pitämään se sekä koordi-
naatti että Lorentz-skalaarina. Jotta vaikutus olisi koordinaattiskalaari, tulee siihen
lisätä tetrad-kenttä ja derivaatat muodossa
Vα
µ∂µ. (A.10)
Vaikutuksen pitää olla myös Lorentz-invariantti, joten operoimalla geneeriseen kent-






µ(x)[D(Λ(x))∂µψ(x) + ∂µD(Λ(x))ψ(x)], (A.12)
missä Λ(x) on Lorentzin matriisi ja D(Λ) Lorentzin ryhmän matriisiesitys. Huoma-
taan siis, ettei derivaatta (A.10) ole Lorentz-skalaari sillä yhtälössä on ylimääräinen
termi. Jotta vaikutus pysyisi Lorentz-invarianttina, pitäisi derivaatan muuntua pai-
kasta riippuvassa Lorentz muunnoksessa seuraavanlaisesti:
∇αψ(x)→ Λαβ(x)D(Λ(x))∇αψ(x). (A.13)
A TETRADIFORMALISMI A-3
Tarkastelemalla yhtälöä (A.11) nähdään, että koordinaatti- ja Lorentz-skalaari de-
rivaatta voidaan konstruoida muodossa
∇α ≡ Vαµ[∂µ + Γµ], (A.14)
missä matriisi Γµ muuntuu Lorentzin muunnoksissa
Γµ(x)→ D(Λ(x))Γµ(x)D−1(Λ(x))− [∂µD(Λ(x))]D−1(Λ(x)). (A.15)
Jälkimmäinen termi kumoaa yhtälön (A.11) ylimääräisen termin. Tällöin derivaatta
∇α on koordinaatti- ja Lorentz-skalaari. Kun ajatellaan innitesimaalisia Lorentzin
muunnoksia, on esityksen matriisi






































pitäen mukana vain lineaariset termit. Tetradi V αν muuttuu puolestaan kuten
V αν(x)→ V αν(x) + ωαβ(x)V βν(x). (A.18)
Tällöin
Vβ
















missä on käytetty yhtälöä (A.8) ja pitämällä taas mukana vain lineaariset termit.
Kertomalla tämä generaattorilla σαβ ja käyttämällä generaattorien kommutaatiore-
laatioita
[σαβ, σγδ] = ηγβσαδ − ηγασβδ + ηδβσγα − ηδασγβ (A.20)
A TETRADIFORMALISMI A-4






Kaarevan avaruuden vaikutus joka on invariantti yleisessä koordinaattimuunnokses-
sa saadaan siis korvaamalla osittaisderivaatat ∂µ kovariantilla derivaatalla






B SCHWINGERIN-DEWITTIN KEHITELMÄ B-1
B Schwingerin-DeWittin kehitelmä
Tässä liitteessä johdetaan Schwingerin-DeWittin kehitelmä, jonka johti alunperin
B. DeWitt [8, 27] käyttäen menetelmää, joka pohjautui J. Schwingerin [65] kehittä-
mään formalismiin. Tässä seurataan kuitenkin T. Bunchin ja L. Parkerin artikkelia
[66], jossa he johtivat adiabaattisen kehitelmän Feynmanin propagaattorille käyt-
täen lokaalia impulssiavaruusesitystä. Tämä esitys johtaa ekvivalentisti Schwingerin-
DeWittin kehitelmään.
Lokaali impulssiavaruusesitys käyttää hyväkseen Riemannin normaalikoordinaat-
teja, joten on hyvä käydä niiden konstruktio läpi lyhyesti. Olkoon origo pisteessä q,
jolloin tämän pisteen suhteen Riemannin normaalikoordinaatit konstruoidaan seu-
raavasti [36]. Oletetaan, että pisteellä q on ympäristö B siten, että on olemassa yksi-
käsitteinen geodeesi joka yhdistää minkä tahansa ympäristön B pisteen pisteeseen q.
Tämänlaista ympäristöä sanotaan pisteen q normaaliksi ympäristöksi. Pisteen p ∈ B
Riemannin koordinaatit yµ ovat
yµ = λξµ, (B.1)
missä λ on pisteiden p ja q välisen geodeesin aini parametri valittuna siten, että



























β(y)ξγ(y) = 0. (B.5)
Kertomalla tämä termillä λ2 saadaan
Γαβγ(y)y
βyγ = 0. (B.6)
B SCHWINGERIN-DEWITTIN KEHITELMÄ B-2
Pisteessä q puolestaan Γαβγ(q)ξβξγ = 0 mille tahansa pisteen q läpi kulkevan geo-
deesin tangenttivektorille ξµ, joten näissä koordinaateissa
Γαβγ(q) = 0. (B.7)
Metriikka voidaan skaalata ja diagonalisoida pisteessä q, joten
gµν(q) = ηµν . (B.8)
Näin konstruoituja koordinaatteja sanotaan Riemannin normaalikoordinaateiksi.
Feynmanin propagaattori n-ulotteisessa kaarevassa avaruudessa toteuttaa yhtä-
lön
(+m2 + ξR)GF (x, x
′) = −[−g]−1/2δn(x, x′). (B.9)
Lokaali impulssiavaruusesitys pohjautuu pisteeseen x konstruoituihin Riemannin
normaalikoordinaatteihin yµ. Kiinnitetään origo pisteeseen18 x′, jolloin metriikka
gµν voidaan laajentaa muodossa

















yαyβyγyδ + . . . (B.10)
missä Rµανβ on Riemannin tensori. Määritellään seuraavaksi funktio
GF (x, x
′) := [−g]1/4(x)GF (x, x′) (B.11)






dnk e−ikyGF (k), (B.12)
missä ky = ηαβkαyβ. Tällöin voidaan työskennellä eräänlaisessa lokaalissa impulssia-
varuudessa. Laajentamalla nyt yhtälön (B.9) metriikka normaalikoordinaateissa ja
siirtymällä k-avaruuteen voidaan GF (k) ratkaista iteroimalla. Tällöin ratkaisu, joka
sisältää neljä derivaattaa metriikasta on


























18Origo voidaan tietysi kiinnitää minne tahansa pisteet x ja x′ sisältävään normaaliin ympäris-
töön, mutta tällöin laskut pitäisi tehdä pisteiden x ja x′ erotuksen suhteen.
B SCHWINGERIN-DEWITTIN KEHITELMÄ B-3


























Kaikki kertoimet on laskettu origossa eli tässä tapauksessa pisteessä x′. Sijoittamalla
kehitelmä (B.13) yhtälöön (B.12) saadaan




















































Yhtälöstä (B.12) saadaan Feynmanin propagaattori korvauksella m2 → m2 − iε.
Käyttämällä nyt integraalikaavaa
1






voidaan yhtälö (B.15) kirjoittaa muodossa








2−m2+iε)−ikyF (x, x′; is), (B.18)
missä on määritelty funktio F (x, x′; is), jolla on asymptoottinen kehitelmä
F (x, x′; is) ∼ a0(x, x′) + a1(x, x′)is+ a2(x, x′)(is)2 + . . . (B.19)
Vaihtamalla yhtälössä (B.18) integroimisjärjestystä väliin jää Gaussinen integraali,
joka voidaan laskea eksplisiittisesti. Tällöin saadaan (pudottamalla termi iε)




ids (is)−n/2 exp[−im2s+ σ/(2is)]F (x, x′; is), (B.20)
missä funktio σ määritellään kaavalla





B SCHWINGERIN-DEWITTIN KEHITELMÄ B-4
Sijoittamalla yhtälö (B.20) Greenin funktion määrittelevään yhtälöön (B.11) saa-
daan lopulta
GSDF (x, x




ids (is)−n/2 exp[−im2s+ σ/(2is)]F (x, x′; is),
(B.22)
missä ∆ on Van Vleckin determinantti
∆(x, x′) = − det[∂µ∂νσ(x, x′)][g(x)g(x′)]−1/2. (B.23)
Feynmanin propagaattorin integraaliesitystä (B.22) sanotaan Schwingerin-DeWittin
kehitelmäksi. Vaihtamalla summaus ja integroimisjärjestystä, voidaan integraali suo-
























C ADIABAATTISEN REGULARISOINNIN TERMEJÄ C-1
C Adiabaattisen regularisoinnin termejä
Tässä liitteessä annetaan kappaleessa 3.2.2 esiintyviä adiabaattisen regularisoinnin
















D + 4D̈D + 3Ḋ

















D + 3D̈D + 3Ḋ
2)





(30D̈D + 12Ḋ2 + 57ḊD2 + 9D4 + 36ḊK + 36D2K)











(36Ḋ2 + 36ḊD2 + 9D4 + 144ḊK + 72D2K + 144K2). (C.1)















(6D̈D + dḊD2)− C
2m4
64ω7
























D + 4D̈D + 3Ḋ
2 + 6ḊD2 +D4) +
C3m6
128ω9


















D̈2 + 3ḊD2)− C
2m4
32ω7
















D − 27ḊD2) +
Cm2
32ω5
(432D̈D + 324Ḋ2 + 648ḊD2
+ 27D4)− C
2m4
16ω7
(270ḊD2 + 135D4)
)]
. (C.3)
